Priblizny, doplnény zédznam cviceni M2 20.5.2020

Dvojny integral
Oprava chyby, kterou jsem udélala v nasledujicim piikladu:
D={[z,y) e R*:x€<1,3>ye<1,3>}
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é/(xyle)dedy:/ /ﬁdy dmzl/x /mdy dr —

1 1

Vnitin{ integrél (z je ted konstanta):

3 t=zy+1 Szl 3z+1
1 dt = xdy 11 1 1 —Br—1+x+1
—Qdy _ - = —Z—dt:— —— #+ = -2
(:L‘y+1) y=1—=t=x+1 t?x €T t;v+1 xT

y=3—>t=3r+1 *H

— vidime hned, ze nékde je chyba: nemuze vyjit zdporné ¢islo jako integral z kladné
funkce. Misto ¢ervené vyznac¢eného chybného vypoctu ma byt
1[ 1}3”1 1( —1 1 >_1—x—1+3x+1_
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Po dosazeni do vnéjsiho integrélu (pokracovani modrého rovnitka) dostaneme integral
jedné proménné — umime z minulého semestru:

: 2x
:1/(3x+1)(x+1)dx:...

Existence integralu

e Zduvodnéte, na kterych mnozinach D danych podm. a) az d) existuje Riem. integral

1
[ i e
D

* Resen:

a) Neexistuje, protoze funkce na D neni omezend (pozor: nevadi, Ze neni definovand
v jednom bodé uvniti D — na mnoziné miry nula nemusi byt definovand).

b) Existuje, protoze funkce je spojita na uzaviené mnoziné D (a tedy omezend).

¢) Neexistuje, protoze funkce neni omezend na D (i kdyz je tam spojitd).

d) Neexistuje, protoze D neni omezena.
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Vypocet integralu pomoci Fubiniovy véty
Pted pouzitim Fubiniovy véty musime
e zapsat mnozinu D, pres kterou integrujeme, jako jednoduchy obor integrace,

e OVErit, ze integrovana funkce je spojita na D

Priklad 1

Mnozina D je omezena kiivkami y = /z, y = 6 — x, y = 0: Vypocitejte dvojny
integrél f(z,y) = xy pomoci Fub. véty, obéma zpusoby.

Vzhledem k y musime nejdiiv vyjadrit krivky jako funkce y:
r =1y% x =6 —y, tiet{ rovnice stanovi dolni mez pro v.
D:0<y<2 y<z<6-y.

2 [ 6y 2 6— 2
Fv Iz Y 2 4 50
D 0 y2 0 1‘:y2 9

Vzhledem k x musime D rozdélit na 2 ¢asti: D = D1 U Do, kde
D :0<z<4, 0<y<./z, Dy:4<2<6, 0<y<6-—=z.

4 [ Vz 6 /6-—x
//xydxdy :FV/ /a:ydy d:c—l—/ /:cydy dr =
D 0 \o 4 0
4 4 6
27V 276-2 a2
:/x[y—} dm—i—/x{—} dx:/xzd:v—k/xm 2) dr = :@
/ y=0 ) 2], / 2 ) 2 4
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Priklad 2
D=A{lz,ye R*:zxe< -5, 5> ye<0,] >}

s ks s

// cos(z +y)dvdy =" / /COS(:E +y) dy | de = /[sin(x + y)]y%:() dr =
D Sz \D Jn
[ . T . ™ fud
— /sm(x—l— Z) —sinz dr = [— cos(x + Z) teosa]ly =.. =1

NE]

Priklad 3

Spocitejte obsah ptlkruznice K dané nerovnostmi z? +y? < 4, y > 0
pomoci dvojného integralu, nejdiiv bez pouziti polarnich soutadnic a pak s nimi.

Pulkruznici K vyjadifme jako jednoduchy obor integrace bud vzhledem k ose z jako
D:—2<x<2 0<y<vVi4—a2.

nebo vzhledem k ose y jako

D:0<y<2 —id—y2<a< 4y,

Obsah mnoziny K se spocita jako dvojny integral pres K z jednicky, zvolme tieba
obor integrace vzhledem k y:

2 V 4=y? 2 \ 4-y?

2
S://ldxdy:FV/ / 1 dx dy:/ 2 / 1 dx dy:/Q\/él—y?dy
K

o\ /i 0 0 0

a pomoci substituce y = 2sint dostaneme

jus

jus
2 2

Sz/2\/4—4sin2t‘2(:ostdt:/4v4cosztcostdt:

0 0

8cos’tdt=---=2r.

S —
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Polarni souradnice

— zjednodusf integrél, kdyz f nebo D obsahuje z2 + y? = r?

Ptedchozi priklad pomoci polarnich souradnic:
K: 0<r<2 0<¢<nm

2 T

T =1 Ccosp
S://ldxdy y=rsinp ://rdrdgosz/ /ngp dr =
i g

drdy — rdrde > 5\

coz muzeme vyjadrit jako soucin integrali, nebot meze jsou konstantni:

2 T
r2]?
:/rdr-/ldgp: l—] T = 2.
2]y
0 0

Priklad 4

Uréete objem télesa M ohrani¢eného plochami 22 +y?> = 1 a 22 + 9> + 22 = 9 a
podminkou z > 0.

Resent: téleso piedstavuje vélec s podstavou z = 0, sefiznuty nahore kulovou
plochou (nakreslete si obrézek). Objem spocitdme jako dvojny integral funkce

flz,y) =z =+/9 — 22 — y?, jejiz graf predstavuje tuto kulovou plochu, pres
podstavu valce My, = {[z,y] : 2 +y* <1}. M, : 0<r<1, 0<¢p<2r

T =T Ccosp

V:/ VI—x2—y?drdy| y=rsing ://\/9—r2rdrdg0:FV
Mo, dr dy — rdrdy vl
2w 1 8 \/E 5 9 9 5
= / rvVI—r2dr|de= —27r/ 3 dt = - {gtg} = gﬂ((\/§)3—(\/§>3) = gﬁ(27—16\/§)
8
0 \o 9

— pouzili jsme substituci t = 9 — 2.

Zobecnéné polarni souradnice
T =2To+ar cosp
y=1yo+0brsing

dxdy — abrdrdy
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Priklad 5

Urcete staticky moment vzhledem k ose y desky D omezené kiivkou
2?2 + 4y? — 22 — 16y + 13 = 0, je-li plosna hustota p(z,y) = 1.

Reseni: po doplnéni na Gtverce zjistime, ze D mé tvar elipsy @ + (y —2) <0,
zvolime tedy zobecnéné poldrni soufadnice:

D: xz=14+2rcosp, y=2+rsing, re<0,1> ¢e<0,2r >

x=142r cosyp

my://xp(a:,y) de dy|y=2+rsing ://(1+2TCOSQD) 2r dr dp ="V
i dx dy — 2rdr dp 5

2 1 21 1

3
:/ /27’ (1 + 2r cosp) dr dgpz/[r2+4% cosgo} dyp =
0 \0 0 =0
2m
4 4 . 27
= [ 1+ =-cospdp=|p+-sinp| =27
3 3 0
0
Poznamka:

Neni vidy nutné pouzivat poldrni souradnice, kdykoliv se nékde objevi ¢len 22 + 32
Priklad 6
M: 224+y* <4, 2>0,y>0, f(z,y) =zy
Bez polérnich soutadnic: M : 0 <2 <2, 0<y< Vi — a2
2 Vi—a? VAZZ2

2
2
//mydxdy:FV/ / xydydx:/x[%} der =
M 0 0 0
2

0

1 1422 2417 1
== 4—a?)dr==|——"| ==(8-4)=2
2/“ ) d 2{2 4}0  8=4)

S polarnimi souradnicemi: M: 0 <r<2,0<p<3

T =T Cosp

//xy drdy| y=rsing ://(T cosg) - (rsing) rdrdp ="
M M

dz dy — rdrdp

s T

2 3 2

2
1
://7"3 cos ¢ siny dy d?“:/§sin(2<p) d(p/?“S dr =
0

0

[ME]

|
[—} ZZ(—COSW—FCOSO)- 16 =2
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