Cviceni M2 16.4.2020

Greenova véta (skripta I11.5)
Predpokladame, ze
o f(z,9) = (fi(z,y), fo(z,y)) je definovand v oblasti @ C R* a m4
e spojité parcidlni derivace v 2

e C je uzaviena, jednoduchd, po castech hladka ktivka, navic:

e C je kladné orientovana
e CCQ,intCCq

Potom plati vztah mezi cirkulaci a plosnym integralem:
> fs  0Ofi
ds = — — — dzdy .
7{ fds / / or oy Y
C int C

Je-li kiivka orientovand zaporné, pak bud na levé, nebo na pravé strané rovnice
musime pred integral napsat minus.

Nezavislost krivkového integralu vektorové funkce na cesté

Definice: Krivkovy integral vektorové funkce f nezdvisi v oblasti Q na cesté (v R?iv
R3), pokud pro libovolné dvé jednoduché, p.¢. hladké kiivky C; a Co, které maji stejny
pocatecni bod A a stejny koncovy bod B, plati (skripta V.1.1)

/fd§ = /fd§.
Cl CQ

Veéta: Krivkovy integral vektorové funkce f nezavisi v oblasti () na cesté, pravé kdyz
cirkulace f po libovolné jednoduché, p.¢. hladké, uzaviené kiivce v €2 je nulova. (V.1.2)

Disledky Greenovy véty pro nezavislost integralu na cesté v R>

Predp. f($,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) mé4 spojité parcidlni derivace v oblasti Q C R
Pak plati:

- 0 0
e Integral f nezavisi na cesté v {2 a—fQ = a—fl v ) ... nutni podminka (V.2.1)
x Y
e postacujici podminky (V.2.6):
0 0 -
Q2 je jednoduse souvisléd a 8_fz = a—fl v = Integral f nezavisi na cesté v 2
x y

Oblast Q0 C R? se nazyva jednoduse souvisld, jestlize pro kazdou jednoduchou,
p.¢. hladkou, uzavienou kiivku C v 2 plati, ze int C C Q.
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Piiklad 10.1
Pouzijeme Greenovu vétu k vypoctu cirkulace v P¥. 9.9 z minulého tydne:

Urcete cirkulaci f = ((z +y)2, —(z — y)2) podél kiivky C, kterd je uréena jako
hranice mnoziny M = {[z,y] € R*: z €< 0,1 >, 2* <y < z} a je orientovéna
v zaporném sméru (= ve sméru hodinovych rucicek).

Reseni:
Pted pouzitim Greenovy véty musime nejdiiv ovérit jeji predpoklady:

f=(@+y?’ —(z=-y)?) D(f)=F
—_—— ———

f1 fa
0f1 oh 0fs dfs
Dstory), Posery Locaw—y PLorey

— v8echny parcidlni derivace jsou spojité v R?,
~ R? je oblast (tj. oteviend souvisl4 mnozina).

C je uzaviend, jednoduché, po édstech hladkd kiivka v R%.
= lze pouzit Greenovu vétu

C je orientovand zaporne, int C =int M = {[x,y] € R*: x € (0,1), 2* <y < z}

ffds_g//%—a—f;dd //—Q(x—y)—Q(x—i—y)dxdy:

int C

1 =z 1
://2x—2y+2x—|—2ydxdy://4xdydx:/4x(x—x2) dr =
M 0 22 0
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Priklad 10.2

Urcete cirkulaci f = (zy, 2z—y) podél kiivky C, ktera je kladné orientovanym obvodem
trojuhelnika ABC, kde A=[0,0], B=[2,0], C= [2,1].

Resenti:
Po ovéfeni predpokladu Greenovy véty (jako v predchozim piikladu) ji pouzijeme.
int C={[z,yl e R*: 2€(0,2), 0<y <2}

j{fds—//%—a—gdd //QxdxdyZO/Zxdydx

int C int C

2 2 9
_/( /_x B x2_a:3 _2_4_2
B 2“7 127%6), - 3 3

0 0

NI

Priklad 10.3

Urcete cirkulaci f = (arctgy, ij—y”“;) podél kiivky C, kterd je kladné orientovanym
obvodem ¢tverce [0,0], [1,0], [1,1], [0,1].
Reseni:

2

Oveéfen{ predpokladi Greenovy véty: fi = arctgy, fo = {55

Oh o O L 0 o
Ox ’ dy  1+4y? or  1+y% Oy (14 y?)?

— v8echny parcidlni derivace jsou spojité v R?,

C je jednoduchd, po ¢dstech hladkd kiivka v R?.

P s afz (9f1 // 1 //y2—|—1—1—1 -
j{fds —// o yd x dy T+ 1—|—y sdrdy = 55 dx dy =

C int C int C 0

1

2
/1dajdy—/ 5 4 —[y—2arctgy]é:1—2-4

0

Q\H
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Priklad 10.4

Urcete cirkulaci f = (1 + y, 2z) podél uzaviené kladné orientované kiivky
C =CyUCq, kde

C;: x=siny, ye<0,m >

Co: =0, ye<0,m>

Resenti:

Pouzijeme Greenovu vétu (f m4 spojité parc. der. v R?):

int C = {[z,y] € R*: y € (0,7), 0 < <siny}

7 siny T

]{fds—//%—%dd //2—1dxdy—//ldxdy:/sinydy:

int C int C 0

=[—cosylf = —(—-1)+1=2

Priklad 10.5

Urcete cirkulaci f = ( podél C : 22 4 y? = 4, zdporné orientované.

_Y i)

224y2 ) 22 1y2
Reseni:

Integral existuje, protoze f je spojita na C a C je jednoducha hladka krivka.

K vypoctu ale nemuzeme pouzit Greenovu vétu, protoze f neméd spojité derivace v int C

(v okoli pocdtku neni omezena).

C: P(t)=[2cost, 2sint], t€<0,2m > , parametrizace je nesouhlasna

P(t) = (—2sint, 2cost)
2
j{de’ E/ 251nt QCZSt) - (=2sint, 2cost) dt:/sin2t+cos2tdt:27r
c ~ Pit) 0

F(P()
Pozor: co by vyslo, kdybychom bez ovérovani pouzili Greenovu vétu?

fs  Ofi _// -y =y _
/ dr  Jy dedy = (22 +92)% (224 y?)? dody =0

int C int C

ffd //%—%dxdy
C

int C

tedy v tomto pripadé
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Priklad 10.6
Na jakych kfivkach bychom mohli pouzit Greenovu vétu pro pole

a) f = (ﬁ, ﬁ) ... pole z minulého prikladu

b) f= (2, 7=7=5)

Reseni:

a) Vektorova funkce f ma spojité parcidlni derivace na svém definicnim oboru, ktery
piedstavuje oblast Q = R? — [0, 0].

G. V. tedy lze pouzit na kazdé uzaviené, jednoduché, po ¢astech hladké kiivce C takové,
zeCC QaintCC,tj. [0,0]¢Cal0,0] ¢intC

b) Vektorova funkce f ma spojité parcidlni derivace na svém defini¢nim oboru
D(f) ={lr.y] € B+ a® + 2 # 4}.

To je oteviend mnozina, ale neni souvisla, takze to neni oblast: sklada se ze dvou oblasti
O = {[r,y] € R?: 22 + 2y* < 4} (vnitiek elipsy) a
Oy = {[z,y] € R?: 22 + 2y* > 4} (oblast vné elipsy).

G. V. tedy lze pouzit na kazdé uzaviené, jednoduché, po ¢astech hladké hladké kiivce C,
kterd bud lezi celd uvniti dané elipsy (tj. C C €y a tedy i int C C 1), nebo celd lezi vné
té elipsy a ani jeji vnitfek tu elipsu neobsahuje (tj. C C €, int C C Qs).
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Nezavislost kiivkového integralu vektorové funkce na cesté

Piiklad 10.7
Uréete cirkulaci f = (y2, 2zy) podél C : (z + 2)% + 6(y — 3)2 = 4, zdporné orientované.
Reseni:

Nez se pustime do pocitani, zkusime se nad piikladem zamyslet:

f=(y . 2ry), D(f)=R,
—~— ~~
1 fo
0 0 0 0
i =2y = ﬁ i =0, ﬁ = 2z jsou spojité v R*, R? je jednoduse souv.

oy Y= or oy

— takze ktivkovy integral f nezavisi v R? na cesté. Z toho plyne
% fds =0.
c

Priklad 10.8
Jaka je préce f: (v?,2zy) (pole z minulého pifkladu) podél C : y = ﬁll—fg, rEe<1,3>
orientované z A=[1,0] do B=[3,1] 7

Resent:

V minulém piikladu jsme ukazali, ze kiivkovy integrél f nezavisi v R? na cesté. In-

tegral tedy muzeme pocitat po libovolné kiivece, ktera ma stejny pocatecni a koncovy bod
jako zadand kiivka, nejjednodussi bude usecka z A=[1,0] do B=[3,1]:

AB: X =A+(B—A)t, te<0,1>

r=1+2t
y=0+t
P(t) =[1+2t, t]
P(t) = (2, 1)

1

1
W=/fd§ :/(t2, 2t(1+2t))-(2, 1) dt:/2t2+2t+4t2dt:
~ ~ \,_/

AB 0 FlP) P(t) 0

6% +2tdt = 2t° + ]} =2+1=3

O\H
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Priklad 10.9
Které z nasledujicich vektorovych funkei nezdvisi v R? na cesté? Zduvodnéte.
a) f = (224 1,siny?)
b) f'= (ycos(zy), x cos(xy))
c) f= (4y,5z)
Reseni:
Vsechny tii vektorové funkce majf spojité parcidlni derivace v R?, mizeme tedy pouzit

Greenovu vétu pro vypocet kiivkového integralu po libovolné uzaviené, jednoduché, po
¢astech hladké kiivee C (protoze R? je jednoduse souvisly).

Staci se tedy presvedcit, zda se odpovidajici derivace "kiizem” navzajem rovnaji:

0 0
Oh _ 0= 9% = int. nezavisi na cesté v R?
dy ox
0 0
b) 9 = cos(zy) — zysin(xy) = e = int. nezavisi na cesté v R?
oy ox
0 d
oh =4, 0f =5 = int. zavisi na cesté v R?
dy ox

Priklad 10.10

Popiste co nejvétsi oblast, na které integral z funkce f = (7252 771,2) (z PE. 10.5)
nezavisi na cesteé.

Reseni:
Viechny parcidlni derivace f jsou spojité v D( f ) = R?—[0,0] a plati

8f2 . afl . 1’2 —y2

or oy (22 +y2)2’

takze na kazdé jednoduse souvislé oblasti Q2 C D( f ) nezéavisi integral z funkce f na
cesté. Naptiklad Q2 muze byt libovolny kvadrant (bez soutradnych os), nebo treba pravéa
polorovina R? (bez osy y).

—

Ma-li byt Q co nejvétsi, vyjmeme z D(f) vhodnou mnozinu miry nula (aby vsak
vyslednd mnozina potad zustala souvisld): napiiklad libovolnou polopiimku zacinajici v
pocatku, nebo graf funkce y = \/x, x > 0. Potfebujeme totiz zabrdnit kazdé uzaviené
ktivce, ktera cela lezi v §2, aby jeji vnitfek obsahoval pocatek — tj. aby kolem pocatku
mohla obéhnout.
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