Cviceni M2 20.4.2020

Potencialni pole

Definice (skripta V.1.3): Pole f se nazyvé potencidlni v oblasti Q (v R2 nebo v R3),
praveé kdyz existuje skaldrni funkce U v €2 takovéd, ze

—

f=Vuv vQ.

Funkce ¥ se nazyva potencial f v Q.

Véta (V.1.2, V.1.7)

Jestlize vektorové pole f je spojité v Q) , pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
° f je potencidlni v €2
e kiivkovy integral f nezavisi na cesté v {2

e cirkulace f po libovolné uzav., jednoduché p.¢. spoj. kiivce v Q2 je nulova

Véta (V.1.5)

Necht pole fje potencialni a spojité v oblasti €2, ¥ je potencial fv QacC C Qije
jednoduché, p.¢. hladka kiivka z bodu A do bodu B. Potom

/fd§: U(B) — U(A) .

C

Jak pozname, ze pole je potencidlni? Obecné: najdeme potencial.

Potencidlni pole v R?

Necht pole f = (f1, f2) ma spojité parc. derivace v oblasti ) C R?.

Jak pozname, ze pole je potencidlni v Q27

0 0 -
a—fQ - 8—f1 v Q| =% [Q jednoduse souvisla | =~ f je potencidlni v Q
x Y
I NE I NE
f meni potencidlni v 2 nevime
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Priklad 11.1

—

Dokazte, ze ¥ = xy sin z je potencidl pole f(z,y,2) = (y sinz,z sinz,xy cos z) v R3.
Reseni:

ov . ov . ov

— =y sinz, — =z sinz, —

Y By B2

ox

=Ty COS 2.

Priklad 11.2

Dokazte, ze U = 22 + 32 je potencidl pole f(xz,y) = (2z, 2y) v R? a spoctéte fde’, kde
c
C je ¢dst elipsy 22 + %2 =1 z bodu A=[1,0] do bodu B=[0,3].
Reseni:

—

VU = (22, 2y) = f(x,y), !fdngfdgz U(B)—W(A)=9—1=38

Jak najdeme potencial? - integrovanim:

Priklad 11.3

Najdéte potencidl pole f(x,y) = (v?, 2zy — 1) v R
Reseni:

Nejdiiv se presvédcime, zda potencial vubec existuje:

e fi

f mé spoj. parc. derivace v R? a plati B 2y = g f je potencilnf v R2.
T Y
- oV ov
Hleddme W taku ze VU = f - (f17f2)7 t.] fl - 3. f2 = a3 >
ox oy
takze U = [ fidz a zdroven U = [ fody :
\P:ffld-r:fy2dﬂf: ny +Cl(y)
U= [fody= [22y—1dy=|2y’|—y+ cz(2)
U =2y |—y+ec
nebo: U={[fide=[y’de=ay’+cly), V=uzy’—y+c
——
c(y)
ov
o f2
Y
Zzy+c(y) = 2zy-1
d(y)=-1

cly)=[—-1dy=—-y+c
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—

Priklad 11.4 Najdéte potencidl pole f(z,y) = (2z + vy, = + 3) v R2.
Reseni:
Nejdiiv se presvédcime, zda potencial existuje:
Of2 df1

f mé spoj. parc. derivace v R? a plati —= =1= =2 = f je potencidln{ v R>.

ox dy
Hleddme ¥ tak, 7ze VU = f, tedy

\P:ffldx:f2x+yda::a72—l—+cl(y)
‘P:ff2dy:fm+3dy:+3y+62(x)

U =[zy]+3y+a’+c

Priklad 11.5 Najdéte potencidl pole f(x,y) =(eV+1, xe?) .
Reseni:

U= [fide=[e¥+1de=|ze’]|+z+ci(y)

U= [ fody = [xevdy =|ze’ |+ co()

U= +x+c v RA.

Priklad 11.6 Najdéte potencidl pole f(z,y) = (22y, 5zy?) .
Reseni:

U= [fide= [z*yde = %4*01(9)

U = ffgdy:f5xy2dy:5y%x+02(x)

- nejde dohromady, protoze f neni potencidlni (v zadné oblasti):

Ofe _ . 2_%
8x_5y 7= dy

Priklad 11.7 Najdéte potencial pole f(x,y, =W+z,r+z,y+x).
Resenti:

U= [fidv=[y+zde=yr+zx+c/(yz2)

U= {[fody=[a+zdy=2y+zy+ cz(x,2)

U= [fsdz=[y+adz=yz+az+cs(x,y)

UV=axy+yz+ze+c v R

3 © Certik



Cviceni M2 20.4.2020

Priklad 11.8
Spoctéte ffdé’, kde f(m,y) = (2%, y*)alC: y= 2 1 e<0,2>
c

2

Reseni:
2. R, Af . Of
f je potencialni v R*, protoze o 0= v najdeme tedy potencidl a pomoci néj
x Y
spocitdme integral z bodu A = [0,4(0)] = [0,0] do bodu B = [2,y(2)] = [2,2]:

U= [fide=[2? dx———l—cl(y)
U= [ fody= [y?dy =% + cs(x)

V=2 4% 4 vR

/ /]Fg \IJ(A)Z\I’([Q,Q])—\p([()’()]):%jL%_O_O:?
¢ A

Priklad 11.9

—

Spoctéte f fdg, kde f(z,y) = ( _1y27 _mzilﬁ)’ A=[1-2], B=[3,3].
AB

Reseni: v D(f) ={[z,y] € R* : 2 —y* # 0} m4 f spoj. parc. derivace a plati

O __ 2 _9h
or (x—y?)? Oy

takze f je potencidlni na kazdé jednoduse souvislé mnoziné v D( f ). NeJVGtSI jsou
O ={z,y] eR2:x—y*>0}aQy={lz,y] € R?:x—y* <0}, plati D(f) =, UQ, .

Oba body A, Blezi v Qs Atz —9y?=1—-4=-3<0, Biz—94?=3-9=-6<0
= lze pouzit potencial:

U= [fide= =1Inl|x — 3| + c1(y)
U= [fady= [ =25 dy =Tz —y?| + c5(2)

=Inlz—y*+c v Q

B
— — 1
/f §:/f ds = \IJ(A):1n|1—4|—ln|3—9|:ln3—ln6:lng:ln§
A
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Priklad 11.10

Je pole f = ( ) potencidlni v D(f) = R —[0,0] ?

_r Y
£B2+y2 Y 1.2+y2
Resent:

Pole fmé spoj. parc. derivace v D(f), plati

0f _ 2y _on

or  (22+y?)? Oy
takze f je potencialni v kazdé jednoduse souvislé mnoziné v D( f ).
Nevime, jestli je potencidlni v celém D(f ).

Pokracovani prikladu:
Dokaite, ze ¥ = In /22 + y? je potencial f v celém D(f)
Reseni:
ov 1 ov

V celém D(f) je i T 2\/x12+y2 20 = o = f1, podobné o = fo, tedy
VU = f.

Priklad 11.11

Je pole f = ( ) potencidlni v D(f) = R2 — [0,0] ?

Yy —X
x2+y2 9 $2+y2
Reseni:
Pole fmei spoj. parc. derivace v D(f), plati
dfa . IQ—Z/Q _ dfr
or (22 +y2)2 Oy
takze f je potencidlni v kazdé jednoduse souvislé mnoziné v D( f ).
Nevime, jestli je potencidlni v celém D(f).
Ale muzeme zkusit integral po uzaviené kiivce kolem pocatku,
tieba C: P(t) = [cost, sint], t€<0,2m >

Integral existuje, protoze f je spojitd na C a C je jednoducha hladké krivka.
K vypoctu ale nemtzeme pouzit Greenovu vétu, protoze f nema spojité derivace v int C.

P(t) = (—sint, cost)

27 27
J(I!fds? = / (sint, —cost)-(—sint, cost) dt = /—sin2t —cos’tdt = —2m
¢ 0w Pl 0

Takze f neni potencialni v celém D( f ), protoze neplati, ze cirkulace podél C je nula.
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Priklad 11.12
Najdéte potencidl pole f(z,y) = (ye* (1 4 222), ze*) v R2.
Reseni:
Nejdiiv se presvedcime, zda potencial existuje:
f2 of

N P B
f mé spoj. p. der. v R? a plati 5 = e + 2r2e*” = = f je potencidlni v R%.
T Y

U= ffldm—fye (1+22%)dx =7
— tomuto integrovani bychom se radé¢ji vyhnuli, zkusime tedy druhy postup:

\If:ffgdy:fxexzdy:yerQjL c(x)

:fl

y(e” 4222 ) +d(x) = yer (1 +22?)
0

\P:yxex2+c

Ilustrace jesté jiného postupu (viz skripta V.2.10, 2. metoda)

Pole je potencidlni, kiivkovy integral tedy nezavisi na cesté. Potencidl budeme pocitat
jako integral z pocatku A = [0, 0] do libovolného, ale pevné zvoleného bodu X = [z, yo)
a integracni kiivka z A do X bude slozend ze dvou tsecek spojenych v bodé B = [z, 0],

tj. mame vodorovnou usecku zﬁ a na ni navazujici svislou tusecku B
AB: Pt to1 te<0,m0 >, Pi(t)=(1,0), [A@®)]=1
BX 1 Pyt) = [wo,1], t €< 0,50 >, Bo(t) = (0,1), | Pa()] =1

X B X o Yo
(X / s = / §+/fd§:/ F(P(1))-(1, 0)dt+/ F(Py(1))-(0,1) dt =
A A B 0 0
Yo Yo
/f1 (Py(t))dt +/f2 (Py(t —/ P(1+26%) dt +/x0ex8dt—o+yowoem%
0 0 0

0
U(X)=yze” +¢ (promeénné [zg,yo] jsme pouze prejmenovali na [z, y])

Postup bychom mohli pouzit i pro volbu B = [0,4], tj. 2z bodu A bychom nejdiiv
integrovali po svislé usecce do bodu B a teprve pak po vodorovné do bodu X.
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