Cviceni M2 27.4.2020

Plosny integral skalarni funkce
Predpokladame, ze
e o je jednoducha hladka plocha
o P(u,v) =[z(u,v), y(u,v), z(u,v)] je parametrizace o na B C Fjy
e f je definovana a omezend na o

Plosny integral f na o definujeme jako
[ v sran= [[ 5P@v) - IR x P dude.
o B

pokud integral vpravo existuje. Tento integrdl nezavisi na orientaci plochy.

Mechanické charakteristiky

e hmotnost: m = [[ p(z,y,2z)dp ... p(x,y,z) je plosnd hustota [kg/m?]

e staticky moment vzhledem k rov. zy: my, = [[ 2 p(z,y,2)dp ,

podobné my, = [[zp(z,y,z)dp, me = [[yp(z,y,z)dp,

g

e moment setrvacnosti vzhledem k rov. zy: J,, = [[ 2* p(z,y,2)dp ,

podobné J,. = [[2*p(x,y,2)dp, Jo.= [[v*p(z,y,2)dp,

g

moment setrvacnosti vzhledem k ose z: J, = [[(y* + 2%) p(x,y, 2) dp ,

g

podobné J, = [[(2? + 2%) p(z,y,2)dp , J, = [[(2* +y?) p(z,y, 2)dp ,
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Cviceni M2 27.4.2020

Priklad 12.1
Vypocitejte integral [[a®+y?dp, kde o = {[z,y,2] € E3: z=4—/2? +y?, 0 <z <2}

Reseni:
o je ¢ast kuzelové plochy s vrcholem [0, 0, 4], sefiznutd rovinami z = 0 a z = 2 (predstavuje
plast komolého kuzele). Mizeme ji parametrizovat jako graf funkce:

P(ZL‘,y):[I’,y,4— I2+y2]

B: 0<2<2 = 0<4—/22+942<2 = 4> /22+y2>2

P, =(1,0, —-=
x (707 \/W)
Py =(0, 1, ——~—)

N
0 _\/% 1 _\/% 1 0 T Y
P,xP, = R vty ‘ ‘ - 1

y 1 Y ) Y

~ Ve | T Ve

2 2
u+1:\/§

1P x Bl = | 5l
T =1Tcosp
Yy =rsing
//$2+y2dpz//(l’2+y2)'||]3z><Pdexdy://(x2+y2)\/§dxdy 2<r<4 |=
—— ~ -
7 B f(P(zy)) dp B 0<¢<2m
dxdy — rdrdy

27 4 4
474
://TQ-\/§-rdrd<,0227r\/§/r3dr:27rx/§{%] =21 V/2 (4% — 4) = 1207 V2
0 2 2

2

Mohli jsme také zvolit parametrizaci pomoci cylindrickych soutadnic jako cv.11.2, str. 4:
P(r,p) =rcosep, rsinp,4—r] | B: re<24> pe<0,2r >
P, = (cosyp, sinp, —1), P, = (—rsing, rcosp, 0)

cosp sing
—rsing rcosp

sin ¢ —1‘ B

PrxFo = ( rcose 0

—rsing 0

cosp — 1‘

D = (—rcosp, —rsing, r)

P, x P,|| = \/r2cos? o +r2sin® o + 12 =r+/2
® ¥

2r 4
//rc2+y2dp=// T ~!PTxP¢||drd<p://r2r\f2drdgo: = 12012
o B [f(P(ry)) dp 0 2
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Priklad 12.2
Urcete obsah plochy o, kterd je zadand podminkami z = 22 + 3%, z < 1 a jeji norméla
svird tupy uhel s vektorem k£ = (0,0, 1).

Reseni:

Vypocet provedeme pro oba vyse uvedené zpusoby parametrizace této plochy (cv. 11.2,
str. 2 a4):

1. parametrizace jako funkce z = f(z,y)

P(u,v) = [u, v, > +0v?], B:u*+*<1, P,=(1,0, 2u), P,=(0, 1, 2v)

(0 2wl |1 2w |1 O]\ _ o B 5 5
Puva—(‘l o ‘0 90l 10 1‘)—( 2u,—2v,1), ||P.xP,|| = vV4u?+ 402 +1
U =TCosY
v =rsing
S://ldp://l-||Pu><Pv||dudv://\/4u2+4v2+1dudv 0<r<1 |=
o B 2; B OSQPSQW
dudv — rdrdy
o2 1 1 t=4r2+1 5
= 1 2 5
://\/47“2—1—1rdrdg0:27r/\/4r2+1rdr di = 8r dr 227/\/_—dt:£— [t%] —
0—1 8 4 3 1
00 0 1—5 1

= Z(6V5-1)

2. parametrizace pomoci cylindrickych souradnic
P(r,p) = [rcosp, rsing, r?] , B: re<0,1>, ¢€<0,2r >
P, = (cosyp, sing, 2r), P,=(—rsinp, rcosp, 0)

sinp  2r
rcosp 0

cosp 2r
—rsinp 0

, —

P.xP, = (

‘ cosp sin g
Y

(92 o2
—TsingorcosgoD = (=2r°cosp, —2rsinp, r)

|Py x P,|| = /41t cos? p + 4rtsin p + 12 = r/4r2 + 1

2 1
S://ldp://l-||Pu><PU||dudU://\/47“2+1rdrdgpz... :%(5\/5—1)
o B ?i; 0 0
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Priklad 12.3
Urcete obsah plochy 0 = {[z,y,2] € B3 : 2>+ 2> =4, 0< 2 <1, 0<y <4,z >0}
Reseni: z muzeme vyjadiit jako funkei z a y:

Plz,y)=[z, y, Vd—22] , B:0<z<1, 0<y<4

P, =(1, 0, \/4_%7), P,=(0, 1, 0)
_ \/4—x2

) I

waPy:(‘(i V46

\1 "

1 0 T 0. 1
O 1 /4_1.27 )
+1 =

SL’Q \/ —x2

s~ [[ - //1”pxp”dxdy_//ﬁdydx_/ldyjm

1

| Py x Py|| =

T
—4. [2 ' _}
arcsin 5

1 T
pr— 8 1 —_—— 1 O pr— 8 ¢ —_— = —
, (arcsm 5 arcsin ) 5 T

:40/\/%(%)2@"

Priklad 12.4

Odvodte vzorec pro povrch koule o poloméru R.
Reseni:

Pro povrch koule zvolime sférické soutadnice:
x = Rcospcost

y = Rsinycos?
z = Rsind

P(p,9) = [Rcospcos?d, Rsinpcosd, Rsinv], B: pe<0,2r >, Je< -5 2>

22
P, =(—Rsingpcos?, Rcospcosd, 0)
Py = (—Rcospsind, —Rsin psind, Rcos?)

P, x Py = ( R? cos pcos? ), R*sin g cos® v, R*sin cos)

| P, x Py| = R* \/(3032 @ cost ) + sin® p cost ) + sin? ¥ cos2 ) =

= R?>Vcos2 9 = R%cos )

//ldp // [P, x Pyl dp di) = //RZCosﬁdﬁdgo:%rRz[sinﬁ]g
p

= 47 R?

VE]

jus
2
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Priklad 12.5

Odhadnéte hmotnost stiechy budovy podobné budéjovické plovarné: predpokladejte,
ze pudorys budovy je kruznice o poloméru 30 m a stfecha ma tvar hyperbolického paraboloidu,
ktery muzeme popsat rovnici z = 0.02(z? — y?) + 18. Obrdzek vpravo predstavuje
sttechu budovy nad jejim pudorysem. Uvazujte plechovou stfesni krytinu o plosné hus-
toté p(r,y,2) = 6 [kg/m?] - odpovidd ocelovému plechu tloustky 0.8 mm (pii hustoté
oceli p(z,y,z) = 7500 [kg/m?]).

ReSeni: hmotnost lze pocitat jako plosny integral hustoty: m = [[ p(x,y,z)dp
Pouzijeme standardni parametrizaci funkce z = f(z,y):
P(r,y) = [z, y,0.02(2? —¢*) +18] , B: 2 +y* <30°
P,=(1, 0, 0.042)
P,=(0, 1, 0.04y)

0 004z
Fox by = (‘1 0.04y

| P, x P,|| = /0.042(22 4+ y2) + 1

0 004y’ [0 1

_‘1 0.04x

, ‘1 OD = (=0.04z, —0.04y, 1)

T =TCosy
Yy =rsing
m = //p(x,y,z) dp = //6||Px X P,||dzdy = 6// V0.042(22 4+ y2) + 1dady | 0<r <30
o B dp B 0<¢p<2nm
dxdy — rdrdy
97 30 30 t=0.042r2 41
dt = 0.04?2r dr
=6 V0.042r2+ 1 rdrde =127 | v0.04272 4+ 1 rdr 01 =
00 0 30 —2.44
2.44
1 1 27 3124 §
=127 / \/2_50'042 D dt = 6#0‘042 '3 [tzL = ... kalkulacka... = 22081 [kg]
1

orienta¢ni kontrola: hmotnost rovné stiechy by byla p - 7r? = 6 - 3.14 - 30%, tj. asi 17000
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Priklad 12.6

Urcete hmotnost desky ¢ o hustoté p(z,y, z) = z zadané jako
={lr,y,z] € B5:x+2y+2=2,0<z, 0<y, 0<z}.

Reseni: jde o trojihelnik v prvnfm oktantu, z muzeme vyjadfit jako funkci = a y:
Plz,y) =z, y,2—2—-2y] , B: 0<2<2 0<y<1-1%
P, =(1,0, -1), P,=(0,1, —2)

0 —1 1 —1 1 0
%Xﬂqu_r—o_ﬁﬂoJ)—@znm&x%wwﬁ?ﬂfzﬁ
m://p(a:,y,z)dp://zdp://(2—3:—2y)-\|PxxPy]\dxdy:

o o B (Pry)) dp

w\a

2
2—1—2y) \/_dyda:'—\/_/Qy ry—y°] §d \/6/2(1—%)—1‘(1—%)—(1—%)2de
0

/I

0

x x? 22 2317 2
= 1— 22 de = 1— o dr = S I
@/<2>@ @/ vt e ﬁP 2+u} 2 V6
0

Priklad 12.7

Vypocitejte moment setrvacnosti vzhledem k rov. yz valcové plochy o zadané jako
o=A{[r,y,z] € B3:2* +y* =4, 0 < 2 < 3}. Hustota p(z,y,2) = 2z

ResSeni: pouzijeme cylindrické souradnice

P(p,z) = [2cosp, 2sing, z] , B: ¢e<0,2r>, 2€<0,3>

P, =(—-2sinyp, 2cosp, 0), P, =( O, 0, 1)
_ (|2cosp O] | —=2singp 0 —2sinp 2cosp|\ :
PszPz—(O 1‘, ' 0 nE 0 0 = (2cos p,2sinp,0)

|IP, x P,||=v22=2+#0

Jys //x plx,y,z)dp = //x zdp = //4008 pz- HP ><PHd<,de—
——

f(P(p2)) dp

2w 27

3 3
://4(:08 pz-2dpdz ://2 cos2p + 1)2zdpdz =
00 00

2

:/2c082g0—1—2dg0-/2zdz: [sin 2 + 2¢]2™ - [2%]3 = 47 - 9 = 367
0 0
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