Cviceni M2 4.5.2020

Gaussova-Ostrogradského véta (skripta IV.5.7)

Predpokladame, ze
° f ma spojité parcidlni derivace v oblasti €2

e o je uzaviend jednoducha p. ¢. hladka plocha, orientovana vnéjsi normalou,

o CQ,intoCq

Pak plati
//fdﬁ:///divfdxdydz.

o int o

Je-1i plocha orientovana smérem dovnitt, pfed integral vpravo musime psat minus.

Opakovani
Divergence vektorového pole f: (f1, f2, f3) (skripta IV.5.2):

L 0f Of Ofs
v /= o, T o

Rotace vektorového pole f = (f1, f, f3) (skripta IV.5.3):
SR Ty

rot f = oy 9z 0z Oz Oor Oy

mnemotechnické schéma:

i ]k

- - o 9 o
ot f=Vf= |0 5 5
fi 2 fs

Necht ¢ a f maji v oblasti €2 spojité druhé parcidlni derivace. Potom (IV.5.4)

rot grad ¢ = 0, div rot f: 0.
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Cviceni M2 4.5.2020

Priklad 13.1

Urcete tok pole f = (z, y, z) povrchem télesa K = {[z,y,2] € E3 : 22+ 42 < z < 4}
smérem dovnitt (je to P¥. 12.10 z minulého tydne).

Reseni s pouzitim G.-O. véty: fmé spoj. parc. der. v Fj,

tok = //fdp E///lefdxdde_ ///%‘f‘%'f‘%dddz_
///Hlﬂd‘”dydz—_?) // / ldz | dzdy = -3 // =2’ —y du dy =

24+y2<4 \x2+y2 z2+y2<4
T =TCcosp
— ; 27 2

Yy =rsing 4 2
_ 2, .2 _ 2 _ r 2| _
—3//:E+y —4ddxdy | p €<0,2m > —3//(7' —4)rdrdgp—6ﬂ[z—2r] =

z24y2<4 re< O, 2> 0 0 0
dxdy — rdrde

= 6m(4— 8) = —24x

Priklad 13.2

Urcete tok pole f = (2z, 3y, z?) plochou Q, kterd je povrchem jednotkové kostky
K=<0,1>x<0,1>x<0,1>, orientovanou vne.

Reseni:
f ma spoj. parc. der. v Ej,

2 af1 (9f2 0fs
vi= 0y o 0z

tok://fdﬁ:///divfd:cdydz:///5+22d:cdydz:
0 K K
1 1 1

111
:///5—1—22dxdydz:/5—|—22dz-/ldm-/ldy:[5z+22](1):5+1:6
00 0

0 0 0

=2+3+2z2=5+2z
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Priklad 13.3

—

Urcete tok pole f = (xy?, yz, #2z) plochou Q, kterd je povrchem télesa omezeného
plochami 2% 4+ y?> < 4, 2 =1 a z = 3, orientovanou vné.

Reseni:
ofi  Ofy Ofs

fméspoj. parc. der. v E3, div f——+——|———y2+z+x2
Jdr Oy 0z

Q je hranice télesa K = {[x,y,2] € F5: 2> +y*> <4, 1 <z <3},

T =TCosp
y=rsing
z=2z
tok://fdﬁ:///div fdxdydz:///y2+z+m2dmdydz pe<0,2r > =

o % ¥ re<0,2>
ze<1,3>
dxdydz — rdrdpdz

2

2 3 2
///r +z rdzdrd@-%r/r{rz%— } dr =
00 1 0 =1

2

4 2
27?/7" (2r2 + 4)dr = 27 |:%+27"2:| — 27(8 + 8) = 321
0
0

Priklad 13.4

Urcete tok pole f: (wf’TyQ, xQ—_yFy?, 2?2 + z) plochou Q, kterd je povrchem kvadru
K=<0,1>x<1,3> x <2,5>, orientovanou vnitini normalou.

Reseni:
f ma spoj. parc. der. vQ=F;—1[0,0], KCQ, QCQ,
. Ofi 0fr  Ofs 22 g2y B
dv =t oy T 9, ~ wwr T e T 171
1 3 5
tokZ//fdﬁz—///divfdxdydzz—///ldazdydz:—///ldxdydzz
Q K K 0 1 2

~1-3-1)-(5-2)=—6
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Priklad 13.5
Urcete tok pole f = (y, —x, z?) plochou Q, kter4 je povrchem télesa omezeného plochami

= /16 — 22 — 42, z = 0, a je orientovand vnéjsi normalou.

Reseni:
fmé spoj. parc. der. v Fs3, div f = fl 4+ == 0f> + % =922z
Oz dy 0z

Q je hranice télesa K = {[z,y,2] € E3: 2 +y*+22 <16, 0 < 2 },
X = TCOos pcos v

y = rsinypcos
z =rsind

tok://fdﬁ:///divfdxdydz:///dexdydz p €< 0,2r > =
o 4 " ve<0,5 >

re<0,4>
dxdydz — r* cos 9 drdpd?

3

2

27 4 3 4
—///2rsin19r200519drd19dg0—277//7’38111 (29) dr dd = 27 [
00 0 0

41

0082279)]3 {7«4'4

0

= 1287
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