Cviceni M2 6.4.2020

Krivkovy integral skalarni funkce
Predpokladame, ze

e C je jednoducha hladka ktivka

o P(t) = [z(t),y(t)] je parametrizace C na < a,b >

e f je definovana a omezena na C

Krivkovy integral f podél C definujeme jako

/fxde—/f ) IIP)] dt

pokud integrél vpravo existuje. Podobné pro f(x,y, z).

Priklad 9.1

Spocitejte plochu jednoho (ze ¢tyt) sklenéného pruceli budovy, jejiz stiecha ma tvar
hyperbolického paraboloidu, ktery muzeme popsat rovnici z = |2? — y?| + 3. Budova m4
¢tvercovy pudorys < —3,3 > x < —3,3 >. Obrazek vpravo predstavuje stfechu budovy
nad jejim pudorysem.
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Reseni: plochu lze spoéitat jako kiivkovy integral skaldrni funkce

f(xay) = |£L’2 _y2| +3
podél tusecky tvorici jednu hranu pudorysu, tj. napf.
z bodu A = [-3,3] do bodu B = [3,3]. Parametrizace tusecky:

P(t)=1[6t—3, 3], te<0,1>

P(t) = (6,0), |P#)|=v36+0=6
= [ fz,y)ds= [ |2* —y*| +3ds= [ (|(6t—3)* —3?|+3)-6dt =
Jrees] /
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1 1 1
:6/\36t2—36t+9—9\+3dt:6/36|t2—ty+3dt=18/12(—t2+t)+1dt:
0 0 0
B2 !
=18 {—12(§+§)+t} =18(—4+6+1)=18-3 =54
0

Priklad 9.2

Spocitejte plochu sklenéného pruceli budovy podobné budéjovické plovarné (obrézek
vlevo). Stfecha méa tvar hyperbolického paraboloidu, ktery muzeme popsat rovnici z =
0.25 (z* — y?) + 1. Sklenéné pruceli m4 pudorys ¢asti kruznice o poloméru 1, dané tithlem
od -30° do 30°. Obréazek vpravo predstavuje stifechu budovy nad jejim pudorysem.
(Zvolené jednotky odpovidaji spis néjakému malému modelu.)

Reseni: plochu lze spocitat jako kiivkovy integral skaldrni funkce
fla,y) =025 (2% — y?) + 1

podél ¢asti kruznice predstavujici pudorys sklenéného pruceli.
Parametrizace odpovidajici ¢asti kruznice:

C: P(t) = [cost, sint], t €< —F, F >

P(t) = (—sint,cost), ||P(t)| = Vsin®t + cos?t = 1

jus

1 1 )
S:C/f(%y)dszc/é—l(:v2—y2)+1ds:/(Z(coszt—sm%)—l—l) -1dt

_ [l 2t+1dt = L 2t +1 ' =
= [ 7cos = |gsin e
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Vypocet integralu na jednoduché p.¢. hladké kiivce

Necht C je jednoduchd p.¢. hladkd kiivka, kterd se sklad4 z jednoduchych hladkych
kiivek Cq, Co, ... C,. Pak muzeme kiivkovy integral pocitat po jednotlivych kiivkach

a seCist:
/fd:s:/fds—i-/fds—i-... /fds
C C Cs Cn

Piiklad 9.3

Vypocitejte integral [ a2 + y*ds , kde kiivka C predstavuje hranici mnoziny
C

M ={[z,y] € R? : 2? +y*> < 4,2 < 0}.

Reseni: C se sklada ze dvou jednoduchych hladkych kiivek: Cy je tiseckaz A = [0, —2]
do B = [0, 2] a Cy je pulkruznice o poloméru 2 z bodu B do bodu A v kladném sméru.

Ci:P(t)=10, t], t e<—2,2>
P(t)=(0,1), [P@®)]=1

2

$1% 16
I = | 2 +4%d :/tQ-ldt:— =
1 /x +y“as 3 , 3

C1 —2

Co: P(t) = [2cost, 2sint], t e< L3 >
P(t) = (—2sint,2cost), ||P(t)|| =2

12:/x2+y2ds:
Co

3m
2
3 0w

(40082t+4sin2t)-2dt:8/1 dt:8(7—§) = 8w

M~

WP

16
/x2+y2ds:]1+12=?—|—87r
C
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Postacujici podminky existence kiivkového integralu

e C je jednoducha hladka kiivka

e f je spojita na C

pak funkce f je na kiivce C integrovatelnd (tj. kiivkovy integral f podél C existuje)

Priiklad 9.4
Zduvodnéte, na kterych krivkach

a) C:P(t)y=[t—1,1, te<0,1>
b) C:P(t)=[t—1, t], t€<0,2>
c) C:P(t)y=1[t—1, t], te<0,3>
existuje integral
et
—ds
2v+y—4
c

a pokud existuje, vypocitejte jej.

Reseni: funkce f(z,y) = Fly—él je definovdna v R? kromé piimky y = 4 — 2z a je
spojita ve svém definicnim oboru. V okoli té piimky ale neni omezena.

Integral na kiivee a) existuje, protoze C je jednoduchd hl. kiivka a f je spojitd na C.
Na kiivkdch b) a c) neexistuje, protoze f na téchto kiivkach neni omezend (pozor: to,
ze na nich v jednom bodé neni definovana, nevadi, protoze integral nezavisi na mnoziné
miry nula).

W) P =(1, 1), [P =vITT=V2

1

1
1 1 1 V2 1
= ds= 2 dt = /2 dt = Y= | —— dt =
/2x+y—4 ° /2(t—1)+t—4\/_ \/_/3t—6 3 /t—2
C 0 0

0

V2 V2

V2
3

Priklad 9.5

Zduvodnéte, na kterych kfivkach zadanych jako kruznice o poloméru 2 a stiedu S, existuje

integral
1
/ s
2+ y?

c
jeden z téch existujicich si vyberte a vypocitejte jej.
a) S=1[0,0], b)S=][2,0], ¢)S=][0,-4].
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Reseni: funkce f(z,y) = xg—iyz je definovdna v R? kromé pocatku a je spojitd ve
svém definicnim oboru. V poc¢atku ma limitu co.

Integrély na kiivkach a) a c¢) existuji, protoze kruznice (v polarnich souradnicich) je
jednoduchd hl. kiivka a f je na ni spojitd. Na kfivce b) neexistuje, protoze f na ni
neni omezend. Vybereme si integrél a), protoze pro funkci i kfivku jsou vyhodné stejné
soufadnice:

P(t) = [2cost, 2sint], t€<0,2m >
P(t) = (=2sint, 2cost), ||P(t)] =2

21 27
1 1 1 1
 ds= dt= [ - dt=2r=
/x2+y2 s /40052t+4sin2t /2 g st
c 0 0

Priklad 9.6

Urcete délku a moment setrvacnosti vzhledem k ose z pruziny, kterd ma délkovou hustotu
p(x,y,z) = z a tvar dany parametrizaci

T = cost

y =sint

—at __a s s
z=o-— %, te€< G An+ 3 >,

kde a > 0 je parametr.

Reseni:

P(t) = [cost, sint, 2 — 4]

™

P(t) = (—sint, cost, ), |P(t)]| = \/sin2t+0082t+ % = \/1 + %

Am+3
/ a? / a? T T / a?
l:/ldS: / 1+Rdt: 1+m(4ﬂ'+§—§):47’(’ 1+R:2v47r2+a2
c 5
Am+3
t 2
Jz=/(:c2+y2)p(a:,y,z)ds:/(:r2+y2)zds: /1 (;7_%) 1+4a?dt—
C C g

2 162
= 1+a_.ﬂ. W=2a~/47r2+a2
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