
10. cvičeńı M3 22.11.2022

Soustavy diferenciálńıch rovnic

Soustava dif. rovnic v normálńım tvaru:

y′1 = f1(t, y1, . . . , yn)

y′2 = f2(t, y1, . . . , yn)

. . . . . . . . .

y′n = fn(t, y1, . . . , yn)

kde [t, y1, y2, . . . yn] ∈ G ⊂ Rn+1, G je oblast (otevřená souvislá množina), fi spoj. v G.

Vektorový zápis:

Y′(t) = F(t,Y(t)) , kde Y(t) =


y1(t)
y2(t)

...
yn(t)

 , Y′(t) =


y′1(t)
y′2(t)

...
y′n(t)

 , F(t,Y) =


f1(t, y1, . . . , yn)
f2(t, y1, . . . , yn)

...
fn(t, y1, . . . , yn)

 (1)

kde [t,Y] ≡ [t, y1, y2, . . . yn] ∈ G.

Řešeńı rovnice (1) v G: vektorová funkce Y(t) def. na intervalu I, která má na I spojitou
derivaci Y′(t), splňuje rovnici (1) a pro kterou plat́ı t ∈ I ⇒ [t,Y(t)] ≡ [t, y1, y2, . . . yn] ∈ G.

Maximálńı řešeńı v G: takové, které nelze prodloužit v G.

Integrálńı křivka v G: graf řešeńı, tj. {[t, y1(t), y2(t), . . . yn(t)], x ∈ I} ⊂ Rn+1.

Jacobiho matice soustavy:

JY =



∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . . ∂f1
∂yn

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

. . . ∂f2
∂yn

. . . . . . . . . . . .

∂fn
∂y1

∂fn
∂y2

. . . ∂fn
∂yn


Počátečńı (Cauchyho) úloha:

Y′(t) = F(t,Y(t)) , Y(t0) = Y(0)

Věta - o existenci a jednoznačnosti řešeńı

Nechť všechny funkce fi(t, y1, . . . , yn) a jejich parciálńı derivace ∂fi
∂yj

(t, y1, . . . , yn) jsou spojité

v oblasti G ⊂ Rn+1 (tj. F a JY jsou spojité v G).

Pak pro každý bod [t0, Y(0)] ∈ G existuje právě jedno maximálńı řešeńı úlohy (1), pro které

Y(t0) = Y(0). Jinými slovy: každým bodem [t0, Y(0)] ∈ G procháźı právě jedna integrálńı křivka.

O intervalu I max. řešeńı obecně nelze nic ř́ıct (jen že t0 ∈ I).
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Př́ıklad 10.1 Je dána Cauchyho úloha

y′1 = t 3
√

ln(y1) + y2

y′2 = y21 + y23 t y1(2) = 3, y2(2) = 1, y3(2) = −1

y′3 =
√
y2 − 3 y1

(a) Zapǐste Jacobiho matici soustavy.

(b) Určete oblast existence a jednoznačnosti řešeńı.

Řešeńı

(a) f1 = t 3
√

ln(y1) + y2 , f2 = y21 + y23 t , f3 =
√
y2 − 3 y1 , F(t, y1, y2, y3) = (f1, f2, f3)

T

J =


∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

∂f1
∂y3

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

∂f2
∂y3

∂f3
∂y1

∂f3
∂y2

∂f3
∂y3

 =


t

3 y1· 3
√

ln2(y1)
1 0

2 y1 0 2 y3 t

−3 1
2
√
y2

0


(b)

D(f1) : y1 > 0
D(f2) : žádná podmı́nka
D(f3) : y2 ≥ 0

 D(F) = R× (0,∞)× 〈0,∞)×R

Oblast, kde je F(t, y1, y2, y3) definovaná (a je tam i spojitá): Ω = R× (0,∞)× (0,∞)×R

Spojitost parciálńıch derivaćı vzhledem k yi (tj. spojitost všech prvk̊u Jacobiho matice):

přibude podmı́nka ln2(y1) 6= 0, tj. y1 6= 1

parciálńı derivace vzhledem k yi jsou spojité na oblastech

Ω1 = R× (0, 1)× (0,∞)×R

Ω2 = R× (1,∞)× (0,∞)×R

Počátečńı podmı́nky (tj. bod [2, 3, 1, -1]) lež́ı v oblasti Ω2.

Oblast existence a jednoznačnosti řešeńı je Ω2.
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Př́ıklad 10.2 Je dána soustava dif. rovnic

ẋ = ln(x + 2) +
y

t

ẏ = x2 t +
√

y − 1

(a) Zapǐste Jacobiho matici soustavy.

(b) Určete oblasti existence a jednoznačnosti řešeńı.

Řešeńı

(a) f1(t, x, y) = ln(x + 2) + y
t

, f2(t, x, y) = x2 t +
√
y − 1 , F = (f1, f2)

T

J =

 ∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

 =

 1
x+2

1
t

2x t 1
2
√
y−1


(b)

D(f1) : x > −2, t 6= 0
D(f2) : y ≥ 1

}
D(F) = {(−∞, 0) ∪ (0,∞)} × (−2,∞)× 〈1,∞)

Oblasti, kde je F definovaná:

Ω1 = (−∞, 0)× (−2,∞)× (1,∞)

Ω2 = (0,∞)× (−2,∞)× (1,∞)

f1, f2 jsou spojité na Ω1 a Ω2 a maj́ı tam i spojité parciálńı derivace vzhledem k x a y

(všechny prvky Jacobiho matice soustavy jsou spojité).

Oblasti existence a jednoznačnosti řešeńı jsou Ω1 a Ω2.

Převedeńı rovnice vyšš́ıho řádu na soustavu rovnic 1. řádu

Je dána diferenciálńı rovnice n-tého řádu v normálńım tvaru

yn(t) = f(t, y, y′, y′′, . . . yn−1) s poč. podm. y(t0) = y
(0)
1 , y′t0) = y

(0)
2 , . . . yn−1(t0) = y(0)n

Diferenciálńı rovnici n-tého řádu převedeme na soustavu n diferenciálńıch rovnic 1. řádu:
polož́ıme y1 = y, y2 = y′, y3 = y′′, . . . yn = yn−1, takže dostaneme

F(t,Y) =


y2
y3
...

f(t, y1, y2, . . . , yn)

 , Y(t0) =


y
(0)
1

y
(0)
2
...

y
(0)
n
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Př́ıklad 10.3: Je dána Cauchyho úloha

y′′ = t y′ y +
√
y2 − 1 , y(1) = −4, y′(1) = 2 .

Určete oblast existence a jednoznačnosti řešeńı úlohy.

Řešeńı

Nejdř́ıv převedeme rovnici 2. řádu na soustavu 2 rovnic 1. řádu: polož́ıme y1 = y, y2 = y′,

1. rovnice: zderivujeme y1 = y a dosad́ıme y2 za y′: y′1 = y′ , takže y′1 = y2

2. rovnice: dosad́ıme y1, y2 a y′2 za y, y′ a y′′ do dané rovnice: y′2 = t y2 y1 +
√

y21 − 1

Vektorově:

Y′ =

[
y′1
y′2

]
=

[
y2

t y2 y1 +
√
y21 − 1

]
, Y(1) =

[
−4

2

]

Ověřeńı podmı́nek existence a jednoznačnosti řešeńı:

f1 = y2 a f2 = t y2 y1 +
√
y21 − 1 jsou spojité pro y21 − 1 ≥ 0, tj. y1 ∈ (−∞,−1〉 ∪ 〈1,∞),

jejich derivace podle yj:

∂f1
∂y1

= 0 ,
∂f1
∂y2

= 1 ,
∂f2
∂y1

= t y2 +
y1√
y21 − 1

,
∂f2
∂y2

= t y1

jsou spojité pro y21 − 1 ≥ 0, tj. y1 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).

Oblasti existence a jednoznačnosti řešeńı jsou tedy

Ω1 = R× (−∞,−1)×R

Ω2 = R× ( 1, ∞ ) ×R

Počátečńı podmı́nka [1,−4, 2] lež́ı v oblasti Ω1, a proto oblast existence

a jednoznačnosti řešeńı dané úlohy je Ω1 .

Př́ıklad 10.4 Je dána Cauchyho úloha

(x− 1) y′′′ + 2x y′′ + 5 = 2 x2 y′′ + (x− 1)
√

(y′)2 − 2 , y(0) = 0, y′(0) = 2, y′′(0) = −1 .

Určete oblast existence a jednoznačnosti řešeńı úlohy.

Řešeńı

Nejdř́ıv převedeme rovnici na normálńı (kanonický) tvar:

(x− 1) y′′′ = −2x y′′ + 2x2 y′′ + (x− 1)
√

(y′)2 − 2 − 5

(x− 1) y′′′ = 2x (x− 1) y′′ + (x− 1)
√

(y′)2 − 2 − 5

y′′′ = 2x y′′ +
√

(y′)2 − 2 − 5

x− 1

Pak polož́ıme y1 = y, y2 = y′, y3 = y′′ a převedeme ji na soustavu rovnic 1. řádu:

Y′ =

 y2
y3

2x y3 +
√

(y2)2 − 2 − 5

x− 1

 , Y(0) =

 0
2
−1
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Funkce y2, y3 a 2x y3 +
√

(y2)2 − 2 − 5
x−1 i jejich derivace podle yi (∂f3

∂y2
= y2√

(y2)2−2
)

jsou spojité pro x 6= 1 a y2 6∈ 〈−
√

2,
√

2〉, tj. na oblastech

Ω1 = (−∞, 1)×R× (−∞,−
√

2)×R , Ω2 = (−∞, 1)×R× (
√

2,∞)×R

Ω3 = (1,∞)×R× (−∞,−
√

2)×R , Ω4 = (1,∞)×R× (
√

2,∞)×R

Počátečńı podmı́nka [0, 0, 2,−1] lež́ı v oblasti Ω2, a proto oblast existence a jednoznačnosti řešeńı
dané úlohy je Ω2 .

Lineárńı soustavy

Lineárńı soustava v normálńım tvaru:

x′1 = g10(t) + g11(t)x1 + ... + g1n(t)xn

x′2 = g20(t) + g21(t)x1 + ... + g2n(t)xn

. . . . . . . . .

x′n = gn0(t) + gn1(t)x1 + ... + gnn(t)xn

Vektorový zápis: X′ = A(t) X + B(t) , kde

X ≡ X(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 , A(t) =


g11(t) g12(t) . . . g1n(t)
g21(t) g22(t) . . . g2n(t)
. . . . . . . . . . . .

gn1(t) gn2(t) . . . gnn(t)

 , B(t) =


g01(t)
g02(t)

...
g0n(t)


Počátečńı (Cauchyho) úloha:

X′ = A(t) X + B(t) , X(t0) = X(0)

Věta - o existenci a jednoznačnosti řešeńı

Nechť všechny funkce gij(x) jsou spojité na intervalu I (tj. A a B jsou spojité na I).

Pak pro každé t0 ∈ I existuje právě jedno maximálńı řešeńı rovnice X′ = A(t) X + B(t)

takové, že X(t0) = X(0). Toto řešeńı je definováno na celém intervalu I.

• množina všech řešeńı homogenńı rovnice X′ = A(t) X tvoř́ı lineárńı prostor dimenze n

• fundamentálńı systém řešeńı hom. rovnice je jeho libovolná báze, tj. n LN řešeńı hom. rov.

jak poznáme nezávislost X(1), X(2), . . .X(n): W (t) 6= 0 aspoň v jednom bodě t ∈ I, kde

• Wronskián W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X

(1)
1 (t) X

(2)
1 (t) . . . X

(n)
1 (t)

X
(1)
2 (t) X

(2)
2 (t) . . . X

(n)
2 (t)

. . . . . . . . . . . .

X(1)
n (t) X(2)

n (t) . . . X(n)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . . . determinant fundamentálńı matice

• obecné řešeńı

{
homog. rov.: XH(t) = c1 X(1)(t) + c2 X(2)(t) + . . . + cnX

(n)(t) , ci ∈ R

nehomog. rov.: X = XH + XP (XP je partikulárńı řeš. nehomog. rov.)
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Př́ıklad 10.5 Je dána soustava lin. dif. rovnic

ẋ = y

ẏ = 6 x− y

(a) Zapǐste soustavu ve vektorovém tvaru.

(b) Dokažte, že

X(1) =

[
e2 t

2 e2 t

]
, X(2) =

[
e−3 t

−3 e−3 t

]
tvoř́ı fundamentálńı systém pro t ∈ R.

(c) Zapǐste obecné řešeńı.

Řešeńı

(a) [
ẋ
ẏ

]
=

(
0 1
6 −1

) [
x
y

]
, nebo Ẋ =

(
0 1
6 −1

)
X , X =

[
x
y

]

(b) Máme dvě rovnice 1. řádu, takže soustava je druhého řádu a FS tedy tvoř́ı dvě (vektorové) funkce.
Muśıme ještě ukázat, že obě dané funkce X(1), X(2) řeš́ı (homogenńı) soustavu a že jsou lineárně
nezávislé (tj. Wronskián neńı nula).

• X(1) řeš́ı soustavu:

L = Ẋ(1) =

[
2 e2 t

4 e2 t

]
, P =

(
0 1
6 −1

)
X(1) =

(
0 1
6 −1

)[
e2 t

2 e2 t

]
=

[
2 e2 t

4 e2 t

]
, L = P

X(2) řeš́ı soustavu:

L = Ẋ(2) =

[
−3 e−3 t

9 e−3 t

]
, P =

(
0 1
6 −1

)
X(2) =

(
0 1
6 −1

)[
e−3 t

−3 e−3 t

]
=

[
−3 e−3 t

9 e−3 t

]
, L = P

• X(1), X(2) jsou lineárně nezávislé (tj. Wronskián neńı nula – stač́ı v jednom bodě intervalu):

W (t) ≡ W [X(1), X(2)](t) =

∣∣∣∣ e2 t e−3 t

2 e2 t −3 e−3 t

∣∣∣∣ , W (0) =

∣∣∣∣ 1 1
2 −3

∣∣∣∣ = −3− 2 = −5 6= 0

︸︷︷︸ ︸︷︷︸
X(1) X(2)

(c) XH = c1 X(1) + c2 X(2) = c1

[
e2 t

2 e2 t

]
+ c2

[
e−3 t

−3 e−3 t

]
= c1 e2 t

[
1
2

]
+ c2 e−3 t

[
1
−3

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R
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Př́ıklad 10.6 (zk. alfa)

(a) Zapǐste podmı́nky, které muśı splňovat FS řešeńı homogenńı rovnice Ẋ(t) = A(t) X
(kolik vektorových funkćı jej tvoř́ı, jejich vlastnosti).

(b) Je dána Cauchyho úloha

Ẋ =
1

t3 − 1

(
2 t2 −2 t
−1 t2

)
X , X(0) =

[
2
−1

]
Určete interval J maximálńıho řešeńı (zd̊uvodněte).

(c) Dokažte, že

X(1) =

[
t2

1

]
, X(2) =

[
1
t

]
tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı soustavy na J .

(d) Určete maximálńı řešeńı soustavy.
Prémie: vyloučeńım t lze źıskat řešeńı ve tvaru x = g(y). Jaká je to křivka?

Řešeńı

(a) FS muśı obsahovat n funkćı, kde n je řád soustavy (počet rovnic).
Tyto funkce muśı být lineárně nezávislé a každá z nich muśı být řešeńım homogenńı soustavy.

(b) Všechny koeficienty rovnice jsou spojité na intervalech I1 = (−∞, 1) a I2 = (1,∞) a ty už
nelze prodloužit. Počátečńı podmı́nka je zadaná v bodě t0 = 0 ∈ I1, takže J = (−∞, 1).

(c) Máme 2 rovnice (prvńıho řádu), soustava je tedy 2. řádu a FS muśı tvořit 2 vektorové funkce.
Daná sousava je homogenńı. Muśıme ukázat, že obě zadané funkce ji řeš́ı a že jsou lineárně
nezávislé (tj. aspoň v jednom bodě intervalu J = (−∞, 1) je Wronskián nenulový, např. pro t = 0).

• X(1) řeš́ı soustavu:

L=Ẋ(1) =

[
2 t
0

]
, P= 1

t3−1

(
2 t2 −2 t
−1 t2

) [
t2

1

]
= 1

t3−1

[
2 t4 − 2 t
−t2 + t2

]
= 1

t3−1

[
2 t (t3 − 1)

0

]
=

[
2 t
0

]
, L=P

X(2) řeš́ı soustavu:

L=Ẋ(1) =

[
0
1

]
, P= 1

t3−1

(
2 t2 −2 t
−1 t2

) [
1
t

]
= 1

t3−1

[
2 t2 − 2 t2

−1 + t3

]
=

[
0
1

]
, L=P

• X(1), X(2) jsou lineárně nezávislé:

W (t) =
∣∣ X(1) X(2)

∣∣ =

∣∣∣∣t2 1
1 t

∣∣∣∣ = t3 − 1 6= 0 pro t ∈ J, ( nebo W (0) =

∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣ = −1 6= 0 )

(d) X = c1 X(1) + c2 X(2) = c1

[
t2

1

]
+ c2

[
1
t

]
, X(0) = c1

[
0
1

]
+ c2

[
1
0

]
=

[
2
−1

]
c1 · 0 + c2 · 1 = 2
c1 · 1 + c2 · 0 = −1

}
⇒ c1 = −1, c2 = 2, X = −

[
t2

1

]
+ 2

[
1
t

]
=

[
2− t2

2 t− 1

]
, t ∈ J

x = 2− t2, y = 2 t− 1 ⇒ t = 1
2
(y + 1), x = 2− 1

4
(y + 1)2 . . . parabola
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