
1.–2. cvičeńı M3 17.9.2023

Č́ıselné řady – kritéria konvergence

I Řady s kladnými členy: ak > 0

Př́ıklad 2.1:
∞∑
k=0

(
1
3

)k
. . . geometrická řada, q = 1

3
< 1 ⇒ konverguje

pozorováńı:
ak+1

ak
=

(
1
3

)k+1(
1
3

)k =
1

3
= q

� d’Alembertovo kritérium (pod́ılové limitńı): nechť ak > 0, lim
k→∞

ak+1

ak
= q. Pak plat́ı

• q < 1 ⇒
∑

k ak konverguje

• q > 1 ⇒
∑

k ak diverguje

Př́ıklad 2.2: (a)
∞∑
k=1

2k

k4
(b) e3 :

∞∑
k=0

3k

k!
(c)

∞∑
k=1

1
k

(d)*
∞∑
k=1

k!
kk

Řešeńı:

(a) lim ak+1

ak
= lim 2k+1

(k+1)4
· k4
2k

= lim 2 ·
(

k
k+1

)4
= 2 > 1 ⇒ diverguje

(b) lim ak+1

ak
= lim 3k+1

(k+1)!
· k!
3k

= lim 3
k+1

= 0 < 1 ⇒ konverguje

(c) lim ak+1

ak
= lim 1

k+1
· k
1

= lim k
k+1

= 1 ⇒ dle d’Al. nelze rozhodnout

(d) lim ak+1

ak
= lim (k+1)!

(k+1)k+1 · k
k

k!
= lim k+1

(k+1)k+1 · k
k

1
= lim

(
k
k+1

)k
= 1

e
< 1 ⇒ konverguje

– z 1. semestru jsme použili lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= lim

x→∞

(
x+1
x

)x
= e

� Integrálńı kritérium:

Nechť f(x) je spojitá a nerostoućı v 〈m,∞) a nechť f(k) = ak pro k ≥ m. Potom

•
∑

k ak konverguje ⇐⇒ konverguje
∞∫
m

f(x) dx

Př́ıklad 2.3 – Dirichletova řada:
∞∑
k=1

1
kp
, p > 0

• p = 1 :
∞∫
1

1
x

dx = [lnx]∞1 =∞ ⇒
∞∑
k=1

1
k

diverguje

• p 6= 1 :

∞∫
1

1

xp
dx =

∞∫
1

x−p dx =

[
x1−p

1− p

]∞
1

=
1

1− p

[
1

xp−1

]∞
1

=

{
∞ pro p < 1 ⇒ diverguje
1
p−1 pro p > 1 ⇒ konverguje

Dirichletova řada konverguje, právě když p > 1.
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� Srovnávaćı kritérium: nechť ak ≥ bk pro k > m, ak > 0, bk > 0. Pak plat́ı

•
∑

k ak konverguje ⇒
∑

k bk konverguje

•
∑

k bk diverguje ⇒
∑

k ak diverguje

Př́ıklad 2.4: (a)
∞∑
k=1

sin π
k2

(b)
∞∑
k=2

1
ln k

(c)
∞∑
k=1

1
k2+k

Řešeńı:

(a) sinx ≤ x pro x ≥ 0 ⇒ sin π
k2
≤ π

k2
⇒ konverguje

(b) lnx < x pro x > 0 ⇒ 1
ln k
≥ 1

k
⇒ diverguje

(c) 1
k2+k

≤ 1
k2
⇒ konverguje

� Pod́ılové srovnávaćı kritérium: nechť ak > 0, bk > 0 a lim ak
bk

= L ∈ R, L 6= 0. Potom

•
∑

k ak konverguje ⇐⇒
∑

k bk konverguje

Př́ıklad 2.5: (a)
∞∑
k=2

3
k2−k (b)

∞∑
k=1

(k+1)2

k3+k2

Řešeńı:

(a) ak = 3
k2−k , zvolme bk = 1

k2
: lim ak

bk
= lim 3 k2

k2+k
= 3 6= 0, bk konverguje ⇒ ak taky konverguje.

(b) ak = (k+1)2

k3+k2
= k2+2 k+1

k3+k2
, zvolme bk = 1

k
: lim ak

bk
= lim k3+2 k2+k

k3+k2
= 1 6= 0,

bk diverguje ⇒ ak taky diverguje.

II Alternuj́ıćı řada:
∑

k(−1)k ck, ck > 0

� Leibnizovo kritérium: nechť ck je nerostoućı a lim ck = 0.

Pak
∑

k(−1)k ck konverguje a plat́ı odhad |Rn| ≡ |
∞∑
n+1

(−1)k ck| ≤ cn+1

Př́ıklad 2.6:
∞∑
k=1

(−1)k+1 1
k

. . . alternuj́ıćı harmonická řada: 1− 1
2

+ 1
3
− 1

4
+ 1

5
− 1

6
+ . . .

Dokažte, že konverguje. Jaká vznikne chyba, když mı́sto jej́ıho součtu sečteme jen prvńıch 5 člen̊u?

Řešeńı: alternuj́ıćı, posloupnost abs. hodnot je nerostoućı: 1
k+1
≤ 1

k
, lim 1

k
= 0,

– tedy podle Leibnizova kritéria konverguje, |R5| ≤ c6 = 1
6
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Absolutńı a relativńı konvergence

• Řada
∑

k ak konverguje absolutně ⇐⇒ řada
∑

k |ak| konverguje.

• Řada
∑

k ak konverguje relativně ⇐⇒ řada
∑

k ak konverguje a řada
∑

k |ak| diverguje.

Všechny řady s kladnými členy (př́ıklady 2.1 až 2.5) buď konverguj́ı absolutně, nebo diverguj́ı. Alternuj́ıćı
harmonická řada (př́ıklad 2.6) nekonverguje absolutně, ale konverguje relativně.

Jak zkoumat konvergenci dané č́ıselné řady
∑

k ak

Doporučený postup:

1. Pokud je řada geometrická, urč́ıme q a ověř́ıme, zda |q| < 1 (pak řada konverguje absolutně,
jinak diverguje). Pro takovou řadu umı́me naj́ıt i součet - v́ıme o ńı všechno.

2. Ověř́ıme nutnou podmı́nku konvergence řady, tj. zda lim ak = 0. Pokud to neplat́ı, řada diverguje.

3. Je-li řada alternuj́ıćı, zkuśıme uplatnit Leibnizovo kritérium (zjist́ıme tak ale pouze relativńı
konvergenci).

4. Zkuśıme zjistit, zda řada konverguje absolutně pomoćı některého z kritéríı na řady s kladnými členy,
které použijeme na řadu

∑
k |ak| (nejjednodušš́ı je asi zač́ıt d’Alembertovým kritériem).

Př́ıklad 2.8:
zjistěte, zda řady konverguj́ı (K) – absolutně (A) nebo relativně (R) – nebo diverguj́ı (D)

(a)
∞∑
k=1

(−1)k

2k
(b)

∞∑
k=1

(−7)k

k!
(c)

∞∑
k=1

(−1)k√
k + 1

(d)
∞∑
k=1

√
k − 1

k + 2
(e)

∞∑
k=1

sink(π
4
)

(f)
∞∑
k=2

1

ln k
(g)

∞∑
k=2

1

k ln k
(h)

∞∑
k=2

1

k ln2 k
(i)

∞∑
k=1

(ln 5)k

Výsledky:

(a) KA, geom.̌rada
(b) KA, d’Alemb. krit.
(c) KR, Leib. krit., pod́ıl. srov. s odpov́ıdaj́ıćı Dirichletovou řadou
(d) D, pod́ıl. srov. s odpov́ıdaj́ıćı Dirichletovou řadou
(e) KA, geom.̌rada
(f) D, srov. s odpov́ıdaj́ıćı Dirichletovou řadou
(g) D, integrálńı krit.
(h) KA, integrálńı krit.
(i) D, geom.̌rada
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Př́ıklad 2.7: Je dána mocninná řada
∞∑
k=0

(x + 2)2k

9k(k + 3)

Určete interval konvergence a chováńı řady v krajńıch bodech.

Řešeńı: interval konvergence – d’Alemb. krit. (poč́ıtáme pro libovolné pevně zvolené x):

lim
|ak+1|
|ak|

= lim
|x + 2|2(k+1)

9 k+1(k + 4)
· 9 k(k + 3)

|x + 2|2k
= lim

1

9

k + 3

k + 4
· |x + 2|2k+2

|x + 2|2k
=

1

9
|x + 2|2 lim

k + 3

k + 4
=

=
1

9
|x + 2|2 < 1 ⇐⇒ |x + 2|2 < 9 ⇐⇒ |x + 2| < 3 ⇐⇒ x ∈ (−5, 1) – konv. absolutně

1

9
|x + 2|2 > 1 ⇐⇒ |x + 2|2 > 9 ⇐⇒ |x + 2| > 3 ⇐⇒ x ∈ (−∞, −5) ∪ (1, ∞) – diverg.

krajńı body:

x = 1:
∞∑
k=0

32k

9k(k+3)
=
∞∑
k=0

1
k+3

– diverguje (pod́ılové srovnávaćı kritérium, Dirichletova řada
∑

1
k
)

x = −5:
∞∑
k=0

(−3)2k
9k(k+3)

=
∞∑
k=0

(−1)2k
k+3

=
∞∑
k=0

1
k+3

– diverguje (jako výše)
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