
9. cvičeńı M3 18.11.2021

Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu – shrnut́ı

y′′ + p(x) y′ + q(x) y = f(x) , x ∈ J = (α, β), −∞ ≤ α < β ≤ ∞ (1)

p(x), q(x) – koeficienty rovnice, f(x) – pravá strana; předp. p(x), q(x), f(x) jsou spojité na J .

Řešeńı rovnice (1) je funkce y(x) ∈ C2(J) (tj. má na J spoj. prvńı dvě der.) vyhovuj́ıćı rovnici (1).

Homogenńı rovnice:
y′′ + p(x) y′ + q(x) y = 0 , x ∈ J (2)

• množina všech řešeńı V homogenńı rovnice (2) tvoř́ı lineárńı prostor (podprostor C2(J)), neboli:

jestliže y1, y2 jsou řešeńı (2), pak také y = c1 y1 + c2 y2 je řešeńım (2) pro lib. c1, c2 ∈ R.

• dim V = 2; fundamentálńı systém řešeńı {ϕ1, ϕ2} je libovolná báze V

(pro lin. homogenńı rovnici s konstantńımi koeficienty umı́me nalézt, viz cv. 8)

jak poznáme nezávislost ϕ1, ϕ2: W (x) 6= 0 aspoň v jednom bodě x ∈ J , kde

• Wronskián W (x) =

∣∣∣∣ϕ1(x) ϕ2(x)
ϕ′1(x) ϕ′2(x)

∣∣∣∣
• obecné řešeńı homogenńı rovnice: yH = c1 ϕ1(t) + c2 ϕ2(t) , c1, c2 ∈ R

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice: y = yP + yH = yP + c1 ϕ1(t) + c2 ϕ2(t) , c1, c2 ∈ R,

kde {ϕ1, ϕ2} je fund. systém a yP je partikulárńı řešeńı rovnice (1).

(pro lin. rovnici s konstantńımi koeficienty umı́me pro vhodné pravé strany nalézt, viz cv. 8)

Cauchyho úloha:

y′′ + p(x) y′ + q(x) y = f(x) na J, y(x0) = y0, y′(x0) = y1, kde x0 ∈ J (3)

Věta – o existenci a jednoznačnosti řešeńı

Nechť p(x), q(x), f(x) jsou spojité na J , x0 ∈ J , y0, y1 ∈ R.

Pak existuje právě jedno řešeńı úlohy (3), a to je definováno na celém intervalu J .

téma tohoto cvičeńı:

Věta – o rozvoji řešeńı do mocninné řady

Nechť x0 ∈ J a nechť p(x), q(x), f(x) lze rozvinout do mocninných řad se středem x0
konvergentńıch na intervalu I = (x0 −R, x0 +R).

Pak i řešeńı úlohy (3) lze rozvinout do mocninné řady, která konverguje na intervalu I.
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Př́ıklad 9.1 – motivačńı:
y′′ − 2 y = et , y(0) = −1, y′(0) = −1,

aproximujte řešeńı této C.ú. v okoĺı t0 = 0 polynomem 5. stupně.

Řešeńı:

jde o lin. rovnici s konst. koeficienty a vhodnou pravou stranou, jej́ıž přesné řešeńı můžeme
naj́ıt postupem z cv. 8, y = −et, t ∈ R, a rozvinout do mocninné řady kolem x0 = 0:

y(t) = −et ≈ −1− t− t2

2
− t3

3!
− t4

4!
− t5

5!

tento polynom můžeme ale naj́ıt př́ımo (aniž bychom znali přesné řešeńı) rozvojem hledaného řešeńı
a koeficient̊u rovnice do mocninných řad a porovnáńım koeficient̊u na levé a pravé straně rovnice:

• aproximaci y hledáme ve tvaru Taylor. polynomu 5. stupně o středu t0 = 0

y ≈ a0 + a1 t+ a2 t
2 + a3 t

3 + a4 t
4 + a5 t

5 a spoč́ıtáme derivace y :

y′ ≈ a1 + 2 a2 t+ 3 a3 t
2 + 4 a4 t

3 + 5 a5 t
4

y′′ ≈ 2 a2 + 6 a3 t+ 12 a4 t
2 + 20 a5 t

3

• pravou stranu rozvineme kolem t0 = 0 jako

et ≈ 1 + t+ t2

2
+ t3

3!
+ t4

4!
+ t5

5!
, t ∈ R

• koeficienty polynomů potřebné pro výpočet a0 až a5 si pro přehlednost zaṕı̌seme do tabulky:

1 t t2 t3

y a0 a1 a2 a3
y′′ 2 a2 6 a3 12 a4 20 a5

L = y′′ − 2y 2 a2 − 2 a0 6 a3 − 2 a1 12 a4 − 2 a2 20 a5 − 2 a3

P = et 1 1 1/2 1/6

porovnáńım koeficient̊u L = P dostaneme 4 rovnice pro 6 neznámých a0 až a5:

2 a2 − 2 a0 = 1

6 a3 − 2 a1 = 1

12 a4 − 2 a2 = 1/2

20 a5 − 2 a3 = 1/6

zbývaj́ıćı dvě rovnice dostaneme dosazeńım počátečńıch podmı́nek:

y(0) = −1 = a0, y′(0) = −1 = a1 (mohli jsme už předt́ım dosadit do tabulky)

dosazeńım do prvńı rovnice vypoč́ıtáme a2 = −1
2
, pak ze druhé rovnice a3 = −1

6
,

ze třet́ı a4 = − 1
24

a z posledńı a5 = − 1
120

, takže

y ≈ −1− t− t2

2
− t3

3!
− t4

4!
− t5

5!
, t ∈ R – stejný výsledek jako prvńım postupem

Pozor: při hledáńı aproximace přesného řešeńı rozvojem do mocninných řad dostaneme
výsledek pouze na pr̊uniku interval̊u konvergence všech použitých řad, což nemuśı být
celý interval existence a jednoznačnosti řešeńı.
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Př́ıklad 9.2 Je dána Cauchyho úloha

y′′ + x y =
1

2− x
, y(0) =

1

4
, y′(0) =

1

8
.

Aproximujte řešeńı (v okoĺı x0 = 0) polynomem 5. stupně.

Řešeńı:

• interval max. řešeńı: koeficienty jsou spojité na intervalech I1 = (−∞, 2) a I2 = (2, ∞), x0 = 0 ∈ I1
⇒ existuje právě jedno řešeńı na intervalu I1 = (−∞, 2)

• aproximaci y hledáme ve tvaru Taylor. polynomu o středu x0 = 0:

y ≈ a0 + a1 x+ a2 x
2 + a3 x

3 + a4 x
4 + a5 x

5, tj.

y′ ≈ a1 + 2 a2 x+ 3 a3 x
2 + 4 a4 x

3 + 5 a5 x
4

y′′ ≈ 2 a2 + 6 a3 x+ 12 a4 x
2 + 20 a5 x

3

• pravou stranu rozvineme kolem x0 = 0 jako geometrickou řadu:

1
2−x = 1

2
· 1
1−x

2
≈ 1

2
+ 1

2
· x
2

+ 1
2
· x2

4
+ 1

2
· x3

8
, |q| = |x

2
| < 1 ⇐⇒ x ∈ (−2, 2)

• tabulka koeficient̊u:

x0 x1 x2 x3

y′′ 2 a2 6 a3 12 a4 20 a5
x y 0 a0 a1 a2

L = y′′ + xy 2 a2 6 a3 + a0 12 a4 + a1 20 a5 + a2

P = 1
2−x 1/2 1/4 1/8 1/16

dosazeńım poč. podmı́nek a0 = y(0) = 1/4 a a1 = y′(0) = 1/8
a porovnáńım L = P dostaneme 4 rovnice pro 4 neznámé a2 až a5:

2 a2 = 1/2

6 a3 + 1/4 = 1/4

12 a4 + 1/8 = 1/8

20 a5 + a2 = 1/16

odtud a2 = 1
4
, a3 = 0, a4 = 0 a a5 = 1

20
( 1
16
− 4

16
) = − 3

320
, takže

y ≈ 1
4

+ 1
8
x+ 1

4
x2 − 3

320
x5 , x ∈ (−2, 2)

3 c© Certik
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Př́ıklad 9.3 (zk.): Je dána Cauchyho úloha

y′′ + (x− 1) y′ =
x− 1

x+ 3
, y(1) = 1, y′(1) =

1

4
.

(a) Aproximujte řešeńı dané úlohy polynomem 4. stupně se středem v bodě x0 = 1.

(b) Zapǐste interval I, na kterém lze tento polynom použ́ıt k aproximaci dané úlohy.

(c) Pomoćı aproximace z bodu (a) určete přibližné řešeńı v bodě x1 = 1.5.

(d) Určete yIV (1), tj. 4. derivaci v bodě 1.

Řešeńı:

(a) aproximaci y hledáme ve tvaru Taylor. polynomu o středu x0 = 1:

y ≈ a0 + a1 (x− 1) + a2 (x− 1)2 + a3 (x− 1)3 + a4 (x− 1)4

y′ ≈ a1 + 2 a2 (x− 1) + 3 a3 (x− 1)2 + 4 a4 (x− 1)3

y′′ ≈ 2 a2 + 6 a3 (x− 1) + 12 a4 (x− 1)2

pravou stranu rozvineme kolem x0 = 1 jako geometrickou řadu:

x−1
x+3

= x−1
(x−1)+4

= x−1
4
· 1
1+ 1

4
(x−1) ≈

1
4
(x− 1)− 1

16
(x− 1)2 , |q| = |x−1

4
| < 1

(x− 1)0 (x− 1)1 (x− 1)2

y′′ 2 a2 6 a3 12 a4
(x− 1) y′ 0 a1 2 a2

L = y′′ + (x− 1) y′ 2 a2 6 a3 + a1 12 a4 + 2 a2

P = x−1
x+3

0 1/4 -1/16

dosazeńım poč. podmı́nek a0 = y(1) = 1 a a1 = y′(1) = 1/4

a porovnáńım L = P dostaneme 3 rovnice pro 3 neznámé a2 až a4:

2 a2 = 0

6 a3 + 1/4 = 1/4

12 a4 + 2 a2 = −1/16

odtud a2 = 0, a3 = 0 a a4 = − 1
12
· 1
16

= − 1
192

, takže

y ≈ 1 + 1
4

(x− 1)− 1
192

(x− 1)4

(b) interval existence a jednoznačnosti max. řešeńı – spojitost koeficient̊u rovnice:

I1 = (−∞, −3) a I2 = (−3, ∞), x0 = 1 ∈ I2
⇒ existuje právě jedno max. řešeńı na intervalu I2 = (−3, ∞)

|q| = |x−1
4
| < 1 ⇐⇒ |x− 1| < 4 ⇐⇒ x ∈ (−3, 5), (−3, 5) ⊂ I2
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(c) y(1, 5) ≈ 1 + 1
4

(1, 5− 1)− 1
192

(1, 5− 1)4 = 1 + 1
4
· 1
2
− 1

192
· 1
24

= 1 + 1
8
− 1

192·16

192 · 16 = 3075, 1
3075
≈ 0, 0003

y(1, 5) ≈ 1 + 0, 125− 0, 0003 = 1, 1247

(d) Mocninná řada, kterou jsme źıskali v úkolu (a), je Taylor̊uv rozvoj funkce y v bodě 1,

jehož koeficienty jsou ak = y(k)(1)
k!

, kde y(k) znač́ı k-tou derivaci.

yIV (1) = a4 · 4! = (− 1
12
· 1
16

) · 24 = −1
8
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9. cvičeńı M3 18.11.2021

Př́ıklad 9.4 Je dána Cauchyho úloha

y′′ + x y′ + exy = cosx , y(0) = −2, y′(0) = −1 .

Aproximujte řešeńı polynomem 5. stupně.

Řešeńı:

• interval max. řešeńı: koeficienty jsou spojité v R ⇒ existuje právě jedno řešeńı, definované v celém R

• aproximaci y hledáme ve tvaru Taylor. polynomu o středu x0 = 0:

y ≈ a0 + a1 x+ a2 x
2 + a3 x

3 + a4 x
4 + a5 x

5, tj.

y′ ≈ a1 + 2 a2 x+ 3 a3 x
2 + 4 a4 x

3 + 5 a5 x
4

y′′ ≈ 2 a2 + 6 a3 x+ 12 a4 x
2 + 20 a5 x

3

• ex = 1 + x+ x2

2
+ x3

3!
+ x4

4!
+ x5

5!
+ . . . , x ∈ R

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+ . . . , x ∈ R

ex y muśıme aproximovat pomoćı součinu řad:

y \ ex 1 1 1/2 1/6

a0 a0 a0
1
2
a0

1
6
a0

a1 a1 a1
1
2
a1 . . .

a2 a2 a2 . . . . . .
a3 a3 . . . . . . . . .

c0 = a0 , c1 = a0 + a1 , c2 = 1
2
a0 + a1 + a2 , c3 = 1

6
a0 + 1

2
a1 + a2 + a3

ex y ≈ a0 + (a0 + a1)x+ (1
2
a0 + a1 + a2)x

2 + (1
6
a0 + 1

2
a1 + a2 + a3)x

3 , x ∈ R

• tabulka koeficient̊u s dosazeńım poč. podmı́nek a0 = y(0) = −2 a a1 = y′(0) = −1:

x0 x1 x2 x3

y′′ 2 a2 6 a3 12 a4 20 a5
x y′ 0 −1 2 a2 3 a3
ex y −2 −3 −2 + a2 −1

3
− 1

2
+ a2 + a3

L = y′′ + x y′ + exy 2 a2 − 2 6 a3 − 4 12 a4 + 3 a2 − 2 20 a5 + 4 a3 + a2 − 1
2
− 1

3

P = cosx 1 0 -1/2 0

porovnáńım L = P dostaneme 4 rovnice pro 4 neznámé a2 až a5:

2 a2 − 2 = 1

6 a3 − 4 = 0

12 a4 + 3 a2 − 2 = −1/2

20 a5 + 4 a3 + a2 − 5/6 = 0

odtud a2 = 3
2
, a3 = 2

3
, a4 = 1

12
(−1

2
+ 2− 3 · 3

2
) = 1

12
· −6

2
= −1

4
a a5 = 1

20
(5
6
− 4 · 2

3
− 3

2
) = −1

6
,

y ≈ −1− 2x+ 3
2
x2 + 2

3
x3 − 1

4
x4 − 1

6
x5 , x ∈ R
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