Numericka integrace

n-bodové integrac¢ni pravidlo:

b n
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na normalizovaném intervalu < —1,1 >:
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prevod z normalizovaného intervalu na obecny interval < a,b >:
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integracni pravidlo fadu m — integruje pfesné polynomy az do fadu m (véetné)

obecné: n libovolnych ruznych bodia = pravidlo fddu m =n — 1

n ruznych bodu vhodné zvolengjch = pravidla vyssich fadua

lichobéznikové pravidlo — dvoubodové pravidlo fadu m = 1:
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tj. T1=a, zy=0b, wy=-—
Simpsonovo pravidlo — tiibodové pravidlo fddu m = 3:
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Diikaz, ze piesné integruje polynomy z P3:
p(x) = a3z + axx? + a1zt + ag
. 1
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filp(x) dx = fil asx® + asz® + a1x' + ap dx = a3 +ax% +a1% + apr = % as + 2 ag

$p(=1)+ 3 p0)+ 3 p(1) =% (—as+az —a1+aog) + 5 ap+ 3 (az+az + a1 +ag) = % az + 2 ag



Gaussova integrace
obecné: n bodu = pravidlo fadu m = 2n — 1

jednobodové pravidlo (fddu m = 1):

/abf(:z:)dx%(b—a)f<b;a>’ resp. /11f(x)dmz2f(0)

princip Gaussovy kvadratury ukédzeme na pifkladu dvoubodového pravidla (tj. n =2, m = 3):

Chceme presné integrovat kazdou funkci v P2, tedy ve tvaru f(z) = azz® + a2 + a12! +ag .

NapiSeme si ji jako soucet dvou polynomu f(z) = p(z) + q(x) , kde

e p(r;) = f(z;) vech integraénich bodech x;: pro n = 2 je tedy p(x) € P!, p(z1) = f(x1),
p(z2) = f(x2) a plati f_llp(m) dr = 2?21 w; p(x;) pro vhodné zvolené vahy w;. Ty lze spocitat
vyuzitim faktu, ze dvoubodové pravidlo presné integruje polynomy prvniho faddu. Dosazenim
napi. p(z) = 1 a p(z) = z dostaneme rovnice [~ 1dr = wi.l+ ws.l = 2 a f_llwdx =
wi.x1 + wa.x2 = 0, ze kterych spocitame vahy w; pro liboviné zvolené integraéni body x;.

e ¢(x) predstavuje zbytek, pro m = 3 je tedy g(z) € P a anuluje se ve vSech integra¢nich bodech
2 q(z) = (z — 1) (r — 22) 1 (2) = @2(2) u (2) , kde q1(z) € P'.

Plati tedy

2
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pro libovolné zvolené body z;.

Oznaéme G¢z(x) € P? polynom ortogonalni ke véem polynomtm z P!, tj. takovy, pro ktery plati
fil G2(7) q1(z) dx = 0 pro libovolny polynom ¢ (z) € P

Pokud zvolime body x; jako kofeny ¢z(x), dostaneme g2(x) = aga(x) (nebot kofeny uréuji polynom
az na nasobek), a tedy f_ll q2(z) ¢1(z) de = 0. Takze druhy ¢len na pravé strané rovnice (1) se anuluje
a prvui clen je roven 2?21 w; f(z;), protoze p(x;) = f(x;).

Ortogondalni polynomy na intervalu < —1,1 > se nazyvaji Legenderovy polynomy a jejich kofeny
jsou tabelované.

Kofeny ¢ () jsou +1/+/3. Pro tyto kofeny dopoéitdme vihy postupem uvedenym vyse jako w; =
we = 1 a dostaneme dvoubodové Gaussovo integraéni pravidlo

[ fa)de = F1VB)+ £0/V5)



Gaussovy kvadraturni vzorce:

pocet bodu n body z; vahy w;
1 0 2
2 +1//3 1
3 0 8/9
+/3/5 5/9

4 j:\/(3—2 6/5) 7| (18 + /30)/(36)

/
i,/(3+2 6/5)/7 (18 — v/30)/(36)

128/225

0
5 +44/5—2/10/7 | (322 + 13y/70)/900
+14/5+2,/10/7 | (322 — 131/70)/900
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