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Metoda nejvétsiho spadu

Teorie (velmi struény vybér z prednések)

Véta: Necht A je symetrickd, pozitivné definitni (spd) matice, b je vektor
a J(z) je kvadraticky funkciondl: J(z) = $27 Az —27b.
Pak Az=0 & J(@)<J(z) Vz#2I.

Tato véta tikd, Ze misto feSeni systému linedarnich rovnic Ax = b se spd
matici A muzeme hledat minimum kvadratického funkciondlu J(z). K tomu

lze vyuzit gradientni metody. Asi nejnazornéjsi gradientni metodou je metoda
nejuétsiho spddu.

Metoda nejvétsiho spadu:

Hlavni myslenka: Za¢neme v néjakém bodé xg, najdeme smér, v némz
hodnota J(x) nejrychleji klesd, a pohybujeme se timto smérem tak dlouho,
dokud J(z) klesd. V tomto novém bodé se zastavime, znovu najdéme smér
nejvétsiho spadu hodnoty J(z) a zopakujeme stejny postup k nalezentho dalsiho
bodu.

Poznamka: smér nejvétsiho poklesu hodnoty funkce je rovnobézny s gradi-
entem funkce, ale ma opac¢nou orientaci. Gradient v libovolném bodé je kolmy
k vrstevnici prochazejici timto bodem. Viz Obr. 1.

Pozndmka: Smeér opacny ke gradientu J(x) se rovnd residuu r = b — Ax
soustavy Az = b.

Algoritmus:
Zvolte (9. Pro k =0,1,2,... postupné pocitejte
1. r®) =p— Az®)
2. ap = (r(k))T r(k)/(r(k))TA r(k)
3. kD) = (k) 4 gy (R)

dokud nenastane ||r*)|| < e pro néjakou malou, pfedem zvolenou hodnotu e.

Priklad
Je dédna soustava linedrnich rovnic Az = b, kde
3 -1 1 -1
A=| -1 3 -1 , b= 7
1 -1 3 -7

a) Lze pro tuto soustavu pouzit metodu nejvétsiho spadu?
b) Pokud ano, spoéitejte prvni tii iterace touto metodou; jako
vychozi hodnotu zvolte z(®) = (0,0,0)7.
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Reseni:

a) Nejdiive ovéifme postacujici podminku pro konvergenci této metody.
Potiebujeme zjistit, zda matice A je spd: A je symetrickd, stac¢i tedy ovérit,
ze je i pozitivné definitni:

3 -1 1
}8>O,det -1 3 -1 | =20>0
1 -1 3
Vsehny hlavni minory jsou kladné, takze matice A je pozitivné definitni.

3 —1

det(3)=3>0 , det{ 1 3

Zaver: metodu nejvétsiho spadu lze pro danou soustavu pouzit.

b) k =0:
1.
1 3 -1 1 0 -1
-7 1 -1 3 0 -7
2.
-1
T+ O =] 1 7 7] 7| =1+49+49=99
-7
3 -1 1 -1 —17
(T(0>)TAT(0>:[_1 7 -7]] -1 3 -1 Tl=[-17 -7] 29 | =423
1 -1 3 -7 -29

ap = (rO)T O /(ONT A ¢(0) = 99/423 = 0.2340

3.
0 -1 —0.2340
xM =2@ 4 agr® =0 |+02340| 7 |=]| 16383
0 -7 —1.6383
k=1
1.
-1 3 -1 1 —0.2340 2.9787
) =bp-AzM =] 7 |- -1 3 -1 1.6383 | = | 02128
-7 1 -1 3] | —1.6383 —0.2128
2.
2.9787
(rM)Tr) = 2.9787 02128 —0.2128 | | 02128 | =8.9633
—0.2128

2 © Certik



Metoda nejvétsiho spadu ver. 4.3.2014

3 -1 1 2.9787
(rMW)TAr® =[ 29787 02128 —02128 | | -1 3 -1 02128 | =
1 -1 3] [ —0.2128
8.5106
=[ 29787 02128 —0.2128 || —2.1277 | = 24.4455
2.1277

oy = (rM)T @ /(rNT A () = 8.9633/24.4455 = 0.3667

3.
—0.2340 2.9787 0.8582
x =Wy rM = 1.6383 | +0.3667 | 0.2128 | = 1.7163
—1.6383 —0.2128 ~1.7163
k=2
1.
~1 3 -1 1 0.8582 —0.1418
P =p—A2® = 71— -1 3 -1 1.7163 | = 0.9929
-7 1 -1 3 —~1.7163 —0.9929
2.
—0.1418
(rHT @ = [ ~0.1418 0.9929 —0.9929 | | 0.9929 | =1.9919
—0.9929
3 -1 1 —0.1418
(r@)TAr® =] 01418 0.9929 —0.9929 | | -1 3 -1 0.9929 | =
1 -1 3 —0.9929
—2.4113
=[ —0.1418 0.9929 —0.9929 | 41135 | = 8.5106
—4.1135
ag = (r@)T @) /(rCHT A r2) = 1.9919/8.5106 = 0.2340
3.
0.8582 —0.1418 0.8250
x®) = 2@y, r? = 1.7163 |40.2340 | 0.9929 | = 1.9487
~1.7163 —0.9929 —1.9487
~1 3 -1 1 0.8250 0.4225
r3) =p—A20) = 71— -1 3 -1 1.9487 | = 0.0302
-7 1 -1 3 —1.9487 —0.0302

Konvergence je dost pomald - piesné feseni je 7 = (1, 2, —2)7.
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Obr. 1: Elipsy predstavuji vrstevnice kvadratické funkce dvou proménnych.
Lomené ¢ara zacinajici na vnéjsi elipse je cesta smérem k minimu kvadratické
funkce spoc¢itand metodou nejvétsiho spadu.
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