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Parcialni diferencialni rovnice

Teorie (velmi struény vybér z predndsek)
Linearni PDR 2. fadu ve 2 proménnych

Hleddme funkci u = u(x, y), kterd na dané oblasti 2 vyhovuje rovnici
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kde a(z,y),b(z,y),... h(z,y) a f(z,y) jsou funkce spojité na €.

Klasifikace lin. PDR 2. radu

Polozme T(.’E, y) = (b(ﬂ?, y))2 —4 a/(xa y) C(Iv y)
Podle znaminka funkce r(x, y) potom rozlisujeme rovnice na

o eliptické ...r(z,y) <0 (napi. Poissonova rovnice)
e parabolické ...r(z,y) =0 (napf. rovnice vedeni tepla)

o hyperbolické ...r(x,y) >0 (napf. rovnice vlny)

Dirichletova dloha pro Poissonovu rovnici - metoda siti

Hleddme funkci u = u(z,y), kterd vyhovuje rovnici
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na dané oblasti Q a ma predepsané hodnoty u(z,y) = ¢(x,y) na jeji hranici I
e Zvolime krok h (tj. velikost ok sité) a oblast Q pokryjeme ¢tvercovou siti tak, aby zddnd hrana sité neprotinala
hranici I’ (v dlohdch trovné B to obvykle jde; jinak musime pouzit linedrni interpolaci).
e Uzly sité uvnitf Q oznacime jako P; = [z;,y;], ¢ = 1,...n. Pfibliznou hodnotu feseni v uzlu P; oznaéime jako
Ui, tj. Ui = u(wi, yi)-

o V kazdém uzlu sité P; uvniti 2 sestavime jednu rovnici svazujici dohromady ptibliznou hodnotu U; v tomto
uzlu s hodnotami Uy, Up, Uy, a Up v sousednich uzlech Py, Pp, Pr, a Pp (horni, dolni, levy a pravy soused):

U; — Uy —Up — U —Up =h2f($i,yi) ,i=1,...n
Pokud néktery ze sousednich uzla lezi na hranici I', dosadime do rovnice odpovidajici predepsanou hodnotu

a pfevedeme na pravou stranu rovnice.

e Resenim vysledné soustavy n rovnic pro n neznamych Uy, . ..U, ziskdme priblizné hodnoty feseni ve vnitinich
uzlech sité.
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Obr. 1: Uzly sité, v nichz se berou hodnoty pro centralni diference v bodé Pik. Vlevo: 2. centralni diference

vzhledem k z. Uprostied: 2. centrélni diference vzhledem k y. Vpravo: pétibodové schéma (stencil) pro Aw.
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Priklad 1

Je déna rovnice 92 o2 o2
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Zjistéte, jakého typu tato rovnice je.

Reseni
Zajimé nas znaménko funkce

r(z,y) = (b(z,y))* — 4a(z,y) c(z,y) = (—2y)* —42%y* - 0.25 = 0.
Funkce r(z,y) je pro véechna z,y nulova, takze dand rovnice je parabolickd (na libovolné oblasti).

Priklad 2

Je déna Dirichletova 1loha pro Poissonovu rovnici
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87;;—’_@_?/_% na Q, wu(z,y)=y nal

kde Q je pétithelnik s vrcholy [-1,0], [-1,1.5],[0,1.5],[0.5, 1]

al—0.5,0].

Zvolte krok sité h = 0.5 a vypocitejte Feseni v bodé [ — 0.5, 1 ] metodou siti.

Reseni

Abychom vypocitali pfibliznou hodnotu feseni v nékterém bodé, musime vypocitat hodnoty ve vSech vnitinich
uzlech oblasti. Nejdiiv nakreslime obrazek a oznac¢ime uzly, které budeme potiebovat:

Obr. 2: Dand oblast s vyznacenymi vnitinimi (P;) a hraniénimi (Q;) uzly.

Méme tii vnitinf uzly P, = [ - 0.5, 05 ], P, =[-0.5,1]a P; = [0, 1] a celkem 9 uzla na hranici, z nichz
budeme potiebovat jen sedm oznacenych jako ();. Chceme vypocitat piiblizné hodnoty Uy, Us a Us feSeni v uzlech
P;. Hodnoty v uzlech @; si pfedem spocitdme z okrajové podminky:

u(@Q1) =u( -1, 0.5)=0.5

w(Qa) =u( ~1, 1) =
u(Qs) =u( —0.5, 1.5) =1.5
u(Q4):u(0715)—15
u(Qs) =u(05, 1)=1
u(Qe) =u( 0, 0.5)=0.5
w(@7) =u(-05, 0)=0

Dale si pripravime hodnoty f(F;):

f(P)=y1 —x1=05—-(-05)=1
f(P)=ys—2zo=1—(-05)=15
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f(B)=ys —23=1-0=1
Nyni v kazdém uzlu P; sestavime jednu rovnici (a postupné ji upravime):
Pll
AUy — Uz —u(@Q1) — u(Qs) — u(Q7) = —h* f(Py)
AUy — Uz = =1? f(P1) + u(Q1) + u(Qs) + u(Qr)
4U; = Uy =—-025-1+05+05+0=0.75
4U; — Uy = 0.75
PQZ
4Uy — Uy — Us — u(Q2) — u(Qs) = —h? f(P)
4U2 — U1 — U3 = *hQ f(PQ) + U(QQ) + U(Qg)
Uy —U; — U3 =-0.25-1.5+1+ 1.5 =2.125
4Uy — Uy — U3 = 2.125
Pgl
4Us — Uy — u(Qa) — u(Q5) — u(Qg) = —h* f(P3)
4Us — Uy = —h? f(P3) + u(Q4) + u(Qs5) + u(Qs)
4Us — Uy =—-025-1+15+1+05=2.75
4Us — Uy = 2.75

Vysledné soustava rovnic tedy je

AU, — Uy =0.75
AUy — Uy — Uy = 2.125
AU — Uy =2.75

V maticovém zapisu

4 -1 0 U, 0.75
-1 4 -1 Uy | =] 2125
0 -1 4 Us 2.75
Resent: U; = 0.4018, Uy = 0.8571, Us = 0.9018 .
Piiblizné feseni v bodé P, = [ - 0.5, 1] je Us = 0.8571 .
Priklad 3
Uvazujme stejnou tlohu jako v PT. 2, jen s malou zménou tvaru oblasti 2: posuneme jeji posledni vrchol trochu
vpravo, takze oblast je nynf ddna vrcholy [-1,0],[-1,1.5],[0,1.5],[0.5,1]a[—0.3,0].
Reseni

Nyni méme ¢tyfi vnitini uzly: reguldrni uzly Pi, P,, P3 (reguldrni uzel nems zédného souseda vné ) a novy
uzel Py = [0, 0.5 ], ktery byl puvodné hrani¢nim uzlem Qg . Uzel Py je nereguldrni, protoze jeho pravy sousedni
uzel v siti uz lezf vné €, tj. vné oblasti Q véetné jeji hranice (naértnéte si obrazek).

Pro regularni uzly sestavime rovnice stejné jako pfedtim, jen s drobnou zménou: misto hodnoty u(Qg) zadané
na hranici oblasti mdme nyni novou nezndmou Uy:

Pll

AUy — Uy — Uy — uw(Q1) — w(Qr) = —h? f(P1)

4U1 — U2 — U4 = —h2 f(Pl) + U(Ql) + U(Q7)

4U; — Uy — Uy =-025-14054+0=10.25

4U; — Uy — Uy =0.25
PQS

AUy — Uy — Uz — u(Q2) — u(Qs) = —h? f(Py)

4Uy — Uy — U3z = 2.125

P31
4U3 — Uy — Uy — u(Q4) — u(Qs) = —h? f(Ps3)
4Us — Uy — Uy = —h? f(P3) + u(Q4) + u(Qs5)
4Us — Uy — Uy = —0.25-1+15+1=2.25
4Us — Uy — Uy = 2.25
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Obr. 3: Linearni interpolace.

Ctvrtou rovnici (pro uzel Py) ziskdme linedrn{ interpolaci z hodnot v P; a v pomocném bodé Qs — pruseciku
piimky P; P, a hranice oblasti. Vyuzitim podobnosti trojihelniki uréime Qs = [ 0.1, 0.5 ] a spo¢eteme hodnotu na
hranici jako u(Qs) = u( 0.1, 0.5) = 0.5 . Linedrn{ interpolaci dostaneme:

(Us =Ur)/h = (u(Qs) — Ur)/(h + dist(Py, Qs))

(Uy —U1)/0.5 =(0.5—U1)/0.6

06U, —0.1U; =0.25

Maticovy zapis téchto rovnic je

4 -1 0 -1 Uy 0.25

-1 4 -1 0 U | | 2125
0 -1 4 -1 Us | | 225
-0.1 0 0 0.6 Uy 0.25

a feSeni Uy = 0.3969, Uy = 0.8547, Us = 0.8969, Uy = 0.4828 .
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