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Parcialni diferencialni rovnice

Teorie (velmi struény vybér z predndsek)
SmiSena tloha pro rovnici vedeni tepla — metoda siti

Hleddme funkei u = u(z,t), kterd vyhovuje rovnici

0 02
8—1: =p a—;; + f(x,t) na dané oblasti Q = (a,b) x (0,T)
maé predepsanou pocateéni podminku v case t = 0
u(®,0) = 6(z) prox € (a,b)
a spliiuje okrajové podminky pro t > 0

u(a,t) = alt) , u(b,t)=p(t)

Pocatecni a okrajové podminky musi byt navzajem kompatibilni, tj. musi spliiovat tzv.

podminky souhlasu:

¢(a) = a(0) ,  ¢(b) = 5(0)

Metoda siti

e Zvolime krok h ve sméru x a krok 7 ve sméru t a oblast 2 pokryjeme siti, ktera
mé uzly PF = [x;,tg), kde a = g < 71 < - < 2y = b, Tig1 = 3 + h,
0=ty <t1 < ..., tgr1 = tr + 7. Pfibliznou hodnotu feseni v uzlu Pik
oznacime jako UF, tj. UF ~ u(z;, ty).

e Hodnoty ve vychozi ¢asové vrstvé jsou dany pocatecni podminkou, hodnoty na
levé a pravé hranici jsou dany okrajovymi podminkami.

e Explicitni schéma: V kazdém vnitinim uzlu sité Pf“ vypocitame piibliznou
hodnotu Uf“ ze znamych hodnot v pfedchazejici ¢asové vrstvé jako:

k+1 _ k k k _ b7

U™ =0=20)Uf +o(U, +UP L) +7 fx,tr), kdeo = W

Pokud néktery z uzlu lezi na hranici, dosadime do rovnice odpovidajici predepsanou

okrajovou (resp. poc¢éteéni) podminku.

Podminka stability explicitni metody: o < 0.5 .

e Implicitni schéma: Hodnoty UZ‘H'1 ve vnitinich uzlech (k -+ 1)-ni ¢asové vrstvy
vypocitame z jiz znamych hodnot U Jk v pfedchozi ¢asové vrstvé feSenim soustavy
linearnich rovnic

—oU + (L +20) U — oURH = UF 47 f(wistiia) -

Implicitni schéma je nepodminéné stabilni.
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Priklad 1

Vyfteste tlohu vedeni tepla

0 0?
8—1: =0.3 a—;; + 2 na oblasti Q = (0,1) x (0,0.4)
s po¢dtecni podminkou  wu(x,0) = 2? pro z € (0,1)
a okrajovymi podminkami  u(0,¢) =0, u(l,t)=1prot>0.
a) Oveéite podminky souhlasu.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0.25 a casovy krok co nejvétsi, aby explicitn{
metoda byla stabilni. Ulohu feste explicitn{ metodou.

¢) Zvolte stejny prostorovy krok h = 0.25 a casovy krok dvakrét vétsi nez
v bodé b), feste tlohu implicitn{ metodou.

Reseni
a) u(z,0) = ¢(x) = 2%, u(0,t) = a(t) = 0, u(1,t) = B(t) = 1
podminky souhlasu:  ¢(a) = a(0) , ¢(b) =F(0), kdea=0, b=1
#(0) = 0% =0, a(0) = 0 — v bodé [0, 0] je po¢. i okrajovd podminka rovna 0.

#(1) =12 =1, B(0) =1 — v bodé [1,0] je poé. i okrajova podminka rovna 1.
Pocatecni i okrajové podminky jsou tedy v souladu.

b) Najdeme maximélni ¢asovy krok 7 takovy, aby explicitni metoda byla stabilni, tj.
c<05:

B2 252
c=PT <05 = 730.5?=0.505

= = 0.10417

Jelikoz chceme tlohu fesit v ¢asovém intervalu (0, 0.4), zvolime krok tak, aby kon-
covy cas byl jeho celym nasobkem, tj. polozime 7 = 0.1, pak bude
0.3-0.1
= =048 .
0.252

Pripravime si tabulku, kam si budeme postupné po fadcich zdola nahoru zapisovat
reseni tak, jak ho budeme postupné pocitat po jednotlivych ¢asovych vrstvach. Schéma
tabulky:

ty, 041 U] UF] U] Uil Ul
ts 031 U3 US| O3] U] UF
t, 021 U2 U] U2] U] U?
tv 01 O] Url Uil Uil Ul
to 001 O] OV Oy U] U
0.00 [ 0.25 [ 0.50 [ 0.75 [ 1.00

Zo T T2 zs3 Ty

V prvnim sloupci tabulky jsou hodnoty ¢, ve spodnim fadku jsou x-ové souradnice uzlu.
Do fddku pro ¢t = 0 doplnime odpovidajici hodnoty pocateén{ podminky (modie), do
2. a do posledniho sloupce dopocitdme hodnoty z okrajovych podminek (¢ervené).
V rozich splyva hodnota pro pocitecni i okrajovou podminku (fialové). Uvnitf jsou
hodnoty feseni, které budeme pocitat (¢erné).

Takze na zacatku, po doplnéni poéatecéni podminky u(x,0) = 22 a okrajovych
podminek u(0,t) =0 a u(1,t) = 1, bude tabulka vypadat takhle:
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ty 0.4 | 0.0000 1.0000
ts 0.3 | 0.0000 1.0000
to 0.2 || 0.0000 1.0000
ty 0.1 | 0.0000 1.0000

to 0.0 || 0.0000 | 0.0625 | 0.2500 | 0.5625 | 1.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X0 X1 X2 X3 T4

Nyni postupné dopocitdame hodnoty v jednotlivych ¢asovych vrstvach, vzdycky pfitom
pouzijeme hodnoty z predchoziho Ffadku:

Prvni vrstva (t; = 0.1):

Ul =(1-20)UY +0(US+U) + 7 fz1,t0) =

=(1-2-0.48) - 0.0625 4 0.48(0 + 0.25) + 0.1 - 0.25 = 0.1475

Uy = (1=20) U3 +o(UY + U) + 7 f (22, t0) =

=(1—-2-0.48) - 0.25 4 0.48(0.0625 + 0.5625) + 0.1 - 0.50 = 0.36
Ul =(1-20)UJ +0(US+UD) + 7 flzs, to) =

=(1-2-0.48)-0.5625 4 0.48(0.25 + 1) + 0.1 - 0.75 = 0.6975
Druhd vrstva (t2 = 0.2):
Uf =(1-20) U} +0(Us +Us) + 7 f(21,1a) =

=(1-2-0.48)-0.1475 4 0.48(0 + 0.36) 4+ 0.1 - 0.25 = 0.2037
U3 =(1-20)U; +0(Ul +U3) + 7 fza,t1) =
=(1-2-0.48) -0.36 4+ 0.48(0.1475 + 0.6975) 4+ 0.1 - 0.50 = 0.47
Ui =(1-20)Us +o(Uy +Us) +7 f(as,1a) =
=(1-2-0.48)-0.6975 4 0.48(0.36 + 1) + 0.1 - 0.75 = 0.7557

Treti a ¢tvrtou vrstvu (¢ = 0.3 a t = 0.4) spocteme analogicky.
Vyslednd tabulka s pfibliznymi hodnotami feseni ve vnitinich uzlech:

ty 0.4 || 0.0000 | 0.2894 | 0.5846 | 0.8415 | 1.0000
t3 0.3 || 0.0000 | 0.2587 | 0.5293 | 0.8108 | 1.0000
to 0.2 || 0.0000 | 0.2037 | 0.4700 | 0.7557 | 1.0000
t; 0.1 || 0.0000 | 0.1475 | 0.3600 | 0.6975 | 1.0000
to 0.0 || 0.0000 | 0.0625 | 0.2500 | 0.5625 | 1.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X0 X1 ) zs3 T4
» 0.3-0.2 L
¢) Pro 7 = 0.2, h = 0.25 vychdzi 0 = 0oz = 0.96. Maticové muzeme zapsat
implicitni metodu jako '
1420 -0 0 SRR U™ + UP) 47 f2, try1)
—0 1420 -0 | = U3 +7 f(w2, thrn)
0 - 1 + 20 U§k+1) O’Uik+1) + U?Ek) + Tf(LL'37 tk+1)
Prvni ¢asovd vrstva (t1 = 0.2):
2.92 —0.96 0] [ vV 0+ 0.0625 + 0.2 - 0.25 0.1125
—-0.96 292 —096 | | UM | = 0.2500 0.2 - 0.50 | = | 0.3500
0 —-0.96 2.92 U?El) 0.96 + 0.5625 4+ 0.2 - 0.75 1.6725

UM =10.1731, 0.4093, 0.7074]".
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Druhd ¢asové vrstva (t2 = 0.4):

2)

292 —0.96 01 [ vl 0+0.1731+0.2 - 0.25 0.2231
096 292 -096 | | Uf? | = 0.4093 +0.2 - 0.50 | = | 0.5093
0 096 292 || y® 0.96 4 0.7074 + 0.2 - 0.75 1.8174

U®) =10.2459, 0.5156, 0.7919]7".

V piipadé implicitni metody dvojnasobny krok nezpusobi nestabilitu metody, i kdyz
chyba bude pravdépodobné zhruba dvojndsobnd ve srovnani s volbou a).

nLefF

e

[E

Obr. 1: Pfiklad 1: Grafy feSeni explicitni metodou, v ¢asech 0 az 0.3 — postupné
¢ernd, Cervend, zelend, modra. Vodorovnd osa je x, svisld u(z,t).
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Priklad 2

Vyfeste tlohu vedeni tepla

0 0?
577: =02 372 +2t+2 naoblasti Q = (0,1) x (0,7)
s pocatecni podminkou  u(z,0) =0 pro z € (0,1)

a okrajovymi podminkami u(0,t) =0, wu(l,t) =3t prot>0.

Zvolte prostorovy krok h = 0.25 a ¢asovy krok 7 = 0.1. Ovéite, ze explicitni metoda
bude stabilni, a spoc¢téte pfibliznou hodnotu «(0.75,0.4).

Reseni
pr 02-0.1
g = — =
h? 0.252
Pro zvolenou kombinaci prostorového a ¢asového kroku bude explicitni metoda stabilni.

=0.32<L0.5

Pripravime si tabulku, kam si budeme postupné po tadcich zdola nahoru zapiso-
vat TeSeni tak, jak ho budeme postupné pocitat po jednotlivych casovych vrstvach.
Pro uréen{ piiblizné hodnoty u(0.75,0.4) ~ Uj explicitn{ metodou nemusfme pocitat
priblizné feseni v celém obdélniku, sta¢i ndm ”pyramida” vyznacend v tabulce:

ty 0.4 Us
t3 0.3 Us | U3 UF
to 0.2 Udl vz U3l U?

t, 01| Of| ur ol vl U}
to 00| 00 UV 09| UY [ OV
0.00 | 0.25 | 0.50 | 0.75 | 1.00
X0 X1 T2 X3 Ty

Po doplnéni pocateéni podminky u(xz,0) = 0 a okrajovych podminek u(0,t) = 0 a
u(1,t) = 3t, bude tabulka vypadat takto:

ty 04

t3 0.3 0.9000
ta 0.2 0.6000
t; 0.1 | 0.0000 0.3000

to 0.0 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X0 X1 ) zs3 Ty

Nyni postupné dopocitame hodnoty v jednotlivych fadcich:
Prvni vrstva (t; = 0.1):
Ul =(1-20)UY +0(US +U) + 7 fz1,t0) =
=(1-2-0.32)-0+0.32(0+0) + 0.1(2- 0 + 0.25) = 0.025
(1=20)U3 +o(UY +US) + 7 f(z2,t0) =
0.36-0+0.32(0+0) +0.1(2-0+0.5) = 0.05
Us = (1-20) U3 + o(U3 + UY) + 7 f(3,t0) =
0.36-0+0.32(04+0) +0.1(2- 0+ 0.75) = 0.075

Us

Druhd vrstva (t2 = 0.2):
Uf =(1-20)Ui +0(Us +Us) +7 fz1,11) =
= 0.36-0.025 4+ 0.32(0 + 0.05) + 0.1(2 - 0.1 4+ 0.25) = 0.07
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Ui = (1=20)Uy + (Ul +U3) + 7 fla2,t1) =

= 0.36 - 0.05 + 0.32(0.025 + 0.075) + 0.1(2- 0.1 + 0.5) = 0.12
U =(1-20)U}+0(Us+U})+7 f(z3, t1) =

=0.36 - 0.075 4+ 0.32(0.05 + 0.3) + 0.1(2- 0.1 + 0.75) = 0.234

Treti vrstva (t3 = 0.3):
Us = (1—20) U3 +0o(UF +U3) + 7 f(a2,t2) =

=0.36 - 0.12 + 0.32(0.07 + 0.234) + 0.1(2- 0.2 + 0.5) = 0.2305
Ui = (1—20)US +0o(UF +Uf) + 7 f(as, t2) =

= 0.36 - 0.234 + 0.32(0.12 + 0.6) + 0.1(2 - 0.2 + 0.75) = 0.4296
Ctvrta vrstva (ty = 0.4):
Ui =(1-20)U3+0o(U3+UZ)+ 1 f(x3,t3) =

= 0.36 - 0.4296 + 0.32(0.2305 + 0.9) + 0.1(2- 0.3 + 0.75) = 0.6514

Vysledna tabulka s pfibliznymi hodnotami feseni:

ty 04 0.6514

t3 0.3 0.2305 | 0.4296 | 0.9000
ta 0.2 0.0700 | 0.1200 | 0.2340 | 0.6000
ty 0.1 || 0.0000 | 0.0250 | 0.0500 | 0.0750 | 0.3000
to 0.0 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
To T ) r3 Ty

Pfibliznd hodnota «(0.75,0.4) je 0.6514 .
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