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Parcialni diferencialni rovnice

Teorie (velmi struény vybér z predndsek)
SmiSena tloha pro rovnici viny - metoda siti

Hleddme funkei u = u(z,t), kterd vyhovuje rovnici

0? 02
a—;; = a—xg + f(z,t) na dané oblasti Q = (a,b) x (0,T)
maé predepsané pocatectni podminky v ¢ase ¢t = 0
u(z,0) = ¢(z) pro x € (a,b)
ou

S (,0) = u(x) prow € {a,h)

a spliiuje okrajové podminky pro t > 0
u(a,t) =alt), u(bt)=p(t)

Kladna konstanta ¢ pfedstavuje rychlost viny.

Pocatecni a okrajové podminky musi byt navzajem kompatibilni, tj. musi spliiovat tzv.

podminky souhlasu:
p(a) =a(0) ,  ¢(b) =B(0), (a)=0a'(0), (b)=7p'(0)
Metoda siti

e Zvolime krok h ve sméru x a krok 7 ve sméru t a oblast ) pokryjeme siti, ktera
mé uzly Pik = [z, t], kde a = xog < 1 < -+ < Ty = b, Tip1 = z; + b,

0=ty <t1 < ..., tgr1 = tr + 7. Pfibliznou hodnotu feseni v uzlu Pk

oznaéime jako UF, tj. UF ~ u(w;, t1.).
cT

Oznacime o = —.

h

K3

e Hodnoty na levé a pravé hranici jsou dany okrajovymi podminkami, hodnoty ve
vychozi ¢asové vrstvé jsou dany pocdtecni podminkou ¢(x) a hodnoty v prvnf

Casové vrstveé se extrapoluji z vychozi ¢asové vrstvy jako
Ul = (i) + T(:)

e Explicitni schéma: V kazdém vnitinim uzlu Pf“ druhé a dalsich ¢asovych
vrstev vypocitame pfibliznou hodnotu U;€+1 ze znamych hodnot v predchazejicich

dvou casovych vrstvach jako:

Ut =201 = o) UF + 02(UF, + UFL) = UF + 72 fai, te) -

(2

Podminka stability: o <1.

e Implicitni schéma: Hodnoty UikJr1 ve vnitinich uzlech (k -+ 1)-ni ¢asové vrstvy
vypocitame z jiz znamych hodnot U]’?, Ufﬁl v pfedchozich dvou ¢asovych vrstvach

feSenim soustavy linedrnich rovnic

—PPUE +2(1 4 ) U — RS =

= 2U ! =21+ o) UF ™ + c2US L+ 4UF + 272 flai ty) -

Implicitni schéma je nepodminéné stabilni.
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Priklad 1

Je dana rovnice vilny

0? 0?
aTg :48—;;+2x na oblasti Q = (~1,1) x (0,7T)
s pocatecnimi podminkami

u(z,0) = 222, %(az,()) =(1-1x) sin(%x) pro z € (—1,1)

a okrajovymi podminkami u(—1,¢) =ke ™t , u(l,t)=2prot>0.
a) Urcete hodnotu parametru k, aby byly splnény podminky souhlasu.

b) Vypocitejte piibliznou hodnotu vychylky v bodé x = 0.8 v ¢ase t = 0.24 explicitn{
metodou siti. Zvolte krok A = 0.2 a 7 co nejvétsi tak, aby metoda byla stabilni.

Reseni
8) u(r,0) = ola) = 2%, 0(a,0) = (w) = (1~ 2) sin( "),
w(—=1,t) = at) = ket u(l,t) = B(t) =2

podminky souhlasu:

p(a) =a(0), ¢(b) =B(0), (a)=0a'(0), (b)=p'(0), kdea=-1,b=1
v bodeé [-1,0]:

d(—1)=2-(-1)2=2, «a0)=ke’ =k,

P(=1) = (1—(=1)) sin(%ﬂ) =2, a(0)=—ke® =—k

— v bodé [—1, 0] pocdteéni podminky souhlasi s okrajovou podminkou pro k& = 2.
v bodé [1,0]:

p(l)=2-1>=2, B(0)=2,

(1) = (1= 1) sin(5) =0, B(0)=0

— v bodeé [1,0] po¢dtetni podminky souhlasi s okrajovou podminkou.

Podminky souhlasu jsou splnéné pro k = 2.

b) Casovy krok 7 musi spliiovat podminku stability o = % <1, tj.
h 02
T<1- = 7i = 0.1. Zvolime co nejvétsi hodnotu 7 < 0.1, aby bod [ 0.8, 0.24] byl
ct 2-0.08

1 itée: 7 = 0.08, takz = —
uzlem sité: 7 = 0.08, takze o A 02

0.8.
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Pripravime si tabulku, kam si budeme postupné po fadcich zdola nahoru zapisovat
feSeni tak, jak ho budeme postupné pocitat po jednotlivych ¢asovych vrstvach. V
tabulce jsou vyznaceny jen hodnoty, které budeme pro vypocet potiebovat. Hlavni
rozdil od feseni rovnice vedeni tepla je v tom, ze ted musime z po¢atecnich podminek
vypocitat dvé ¢asové vrstvy, nultou (modrd) a prvni (zelend). Schéma tabulky:

t3 024 . U3
ty 0.16 e vl ug| Uz
t, 0.08 . ur (ol ol U,
to 0.0 e vy 1ol oy | Uy,
10...]02]04]06[08] 1.0
i) . Tg xT7 xIs T9 Z10

Nejdiiv spocitame z pocatecnich podminek nultou a prvni ¢asovou vrstvu a z okrajové
podminky posledni sloupec:

UY = u(x7,0) =222 =2-0.4% = 0.32

U = u(xs,0) =2-0.62 = 0.72

U = u(xg,0) =2-0.8% = 1.28
ou B
ot N
= 0.32+0.08 - (1 - 0.4) sin(O'T”) = 0.3482

du

5 (z5,0) =0.7240.08 - (1 — 0.6) sin(%) =0.7459
%(xg, 0) = 1.28 + 0.08 - (1 — 0.8) sin(@) — 1.2052
Pak postupné dopocitame hodnoty v jednotlivych ¢asovych vrstvach, vzdycky pfitom
pouzijeme hodnoty z ptredchozich dvou fadku:
Druhé vrstva (t2 = 0.16):
U2=2-(1-0%)Ud+0%(Us +U}) — U+ 72 f(xs,11) =
=2-(1—-0.64)-0.7459 4 0.64 (0.3482 4+ 1.2952) — 0.72 + 0.0064 - (2- 0.6) =
= 0.8765
Ui=2-(1-0%)Uy+0%(Us +Uiy) —U§ + 72 f(z9,t1) =
=2-0.36-1.2952 + 0.64 (0.7459 4+ 2) — 1.28 4+ 0.0064 - (2 - 0.8) = 1.4202

T™X7

Ul =U2 + 17— (27,0) = UY + 7(1 — x7) sin(

=~

Ud=0U0+1

l/‘l} = Ug + 7

Treti vrstva (t3 = 0.24):
Ug’ =2-(1-0?) U92 + 02(U82 + U120) - Ugl + 72 f(29,t2) =
=2-0.36 - 1.4202 4 0.64 (0.8765 + 2) — 1.2952 4 0.0064 - (2 - 0.8) = 1.5785

ts  0.24 . 1.5785
to 0.16 e 0.8765 | 1.4202 | 2.0000
t1  0.08 . 0.3482 | 0.7459 | 1.2952 | 2.0000
to 0.0 e 0.3200 | 0.7200 | 1.2800 | 2.0000
-1.0 ... |02 0.4 0.6 0.8 1.0
ZTo NN Te xT7 xTg Tg T10

Piiblizna hodnota vychylky v bodé z = 0.8 v ¢ase t = 0.24 je U3 = 1.5785 .

3 © Certik



