
PDR III ver. 1.5.2021

Parciálńı diferenciálńı rovnice

Teorie (velmi stručný výběr z přednášek)

Smı́̌sená úloha pro rovnici vlny - metoda śıt́ı

Hledáme funkci u ≡ u(x, t), která vyhovuje rovnici

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t) na dané oblasti Ω = (a, b)× (0, T )

má předepsané počátečńı podmı́nky v čase t = 0

u(x, 0) = φ(x) pro x ∈ 〈a, b〉
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) pro x ∈ 〈a, b〉

a splňuje okrajové podmı́nky pro t > 0

u(a, t) = α(t) , u(b, t) = β(t)

Kladná konstanta c představuje rychlost vlny.

Počátečńı a okrajové podmı́nky muśı být navzájem kompatibilńı, tj. muśı splňovat tzv.
podmı́nky souhlasu:

φ(a) = α(0) , φ(b) = β(0) , ψ(a) = α′(0) , ψ(b) = β′(0)

Metoda śıt́ı

• Zvoĺıme krok h ve směru x a krok τ ve směru t a oblast Ω pokryjeme śıt́ı, která
má uzly P k

i = [xi, tk], kde a = x0 < x1 < · · · < xn = b, xi+1 = xi + h,
0 = t0 < t1 < . . . , tk+1 = tk + τ . Přibližnou hodnotu řešeńı v uzlu P k

i

označ́ıme jako Uk
i , tj. Uk

i ≈ u(xi, tk).

Označ́ıme σ =
c τ

h
.

• Hodnoty na levé a pravé hranici jsou dány okrajovými podmı́nkami, hodnoty ve
výchoźı časové vrstvě jsou dány počátečńı podmı́nkou φ(x) a hodnoty v prvńı
časové vrstvě se extrapoluj́ı z výchoźı časové vrstvy jako

U1
i = φ(xi) + τψ(xi)

• Explicitńı schéma: V každém vnitřńım uzlu P k+1
i druhé a daľśıch časových

vrstev vypoč́ıtáme přibližnou hodnotu Uk+1
i ze známých hodnot v předcházej́ıćıch

dvou časových vrstvách jako:

Uk+1
i = 2(1− σ2)Uk

i + σ2(Uk
i−1 + Uk

i+1)− Uk−1
i + τ2 f(xi, tk) .

Podmı́nka stability: σ ≤ 1 .

• Implicitńı schéma: Hodnoty Uk+1
i ve vnitřńıch uzlech (k+ 1)-ńı časové vrstvy

vypoč́ıtáme z již známých hodnot Uk
j , Uk−1

j v předchoźıch dvou časových vrstvách
řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

−σ2Uk+1
i−1 + 2(1 + σ2)Uk+1

i − σ2Uk+1
i+1 =

= σ2Uk−1
i−1 − 2(1 + σ2)Uk−1

i + σ2Uk−1
i+1 + 4Uk

i + 2τ2 f(xi, tk) .

Implicitńı schéma je nepodmı́něně stabilńı.
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Př́ıklad 1

Je dána rovnice vlny

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ 2x na oblasti Ω = (−1, 1)× (0, T )

s počátečńımi podmı́nkami

u(x, 0) = 2x2 ,
∂u

∂t
(x, 0) = (1− x) sin(

π x

2
) pro x ∈ 〈−1, 1〉

a okrajovými podmı́nkami u(−1, t) = k e−t , u(1, t) = 2 pro t > 0 .

a) Určete hodnotu parametru k, aby byly splněny podmı́nky souhlasu.

b) Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu výchylky v bodě x = 0.8 v čase t = 0.24 explicitńı
metodou śıt́ı. Zvolte krok h = 0.2 a τ co největš́ı tak, aby metoda byla stabilńı.

Řešeńı

a) u(x, 0) = φ(x) = 2x2,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) = (1− x) sin(

π x

2
),

u(−1, t) = α(t) = k e−t, u(1, t) = β(t) = 2

podmı́nky souhlasu:

φ(a) = α(0) , φ(b) = β(0) , ψ(a) = α′(0) , ψ(b) = β′(0) , kde a = −1, b = 1

v bodě [-1,0]:

φ(−1) = 2 · (−1)2 = 2, α(0) = k e0 = k,

ψ(−1) = (1− (−1)) sin(
−π
2

) = −2, α′(0) = −k e0 = −k
– v bodě [−1, 0] počátečńı podmı́nky souhlaśı s okrajovou podmı́nkou pro k = 2.

v bodě [1,0]:

φ(1) = 2 · 12 = 2, β(0) = 2,

ψ(1) = (1− 1) sin(
π

2
) = 0, β′(0) = 0

– v bodě [1, 0] počátečńı podmı́nky souhlaśı s okrajovou podmı́nkou.

Podmı́nky souhlasu jsou splněné pro k = 2.

b) Časový krok τ muśı splňovat podmı́nku stability σ =
c τ

h
≤ 1, tj.

τ ≤ 1 · h
c

=
0.2√

4
= 0.1. Zvoĺıme co největš́ı hodnotu τ ≤ 0.1, aby bod [ 0.8, 0.24] byl

uzlem śıtě: τ = 0.08, takže σ =
c τ

h
=

2 · 0.08

0.2
= 0.8.
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Připrav́ıme si tabulku, kam si budeme postupně po řádćıch zdola nahoru zapisovat
řešeńı tak, jak ho budeme postupně poč́ıtat po jednotlivých časových vrstvách. V
tabulce jsou vyznačeny jen hodnoty, které budeme pro výpočet potřebovat. Hlavńı
rozd́ıl od řešeńı rovnice vedeńı tepla je v tom, že teď muśıme z počátečńıch podmı́nek
vypoč́ıtat dvě časové vrstvy, nultou (modrá) a prvńı (zelená). Schéma tabulky:

. . .
t3 0.24 . . . U3

9

t2 0.16 . . . U2
8 U2

9 U2
10

t1 0.08 . . . U1
7 U1

8 U1
9 U1

10

t0 0.0 . . . U0
7 U0

8 U0
9 U0

10

-1.0 . . . 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x0 . . . x6 x7 x8 x9 x10

Nejdř́ıv spoč́ıtáme z počátečńıch podmı́nek nultou a prvńı časovou vrstvu a z okrajové
podmı́nky posledńı sloupec:

U0
7 = u(x7, 0) = 2 · x27 = 2 · 0.42 = 0.32

U0
8 = u(x8, 0) = 2 · 0.62 = 0.72

U0
9 = u(x9, 0) = 2 · 0.82 = 1.28

U1
7 = U0

7 + τ
∂u

∂t
(x7, 0) = U0

7 + τ(1− x7) sin(
π x7

2
) =

= 0.32 + 0.08 · (1− 0.4) sin(
0.4π

2
) = 0.3482

U1
8 = U0

8 + τ
∂u

∂t
(x8, 0) = 0.72 + 0.08 · (1− 0.6) sin(

0.6π

2
) = 0.7459

U1
9 = U0

9 + τ
∂u

∂t
(x9, 0) = 1.28 + 0.08 · (1− 0.8) sin(

0.8π

2
) = 1.2952

Pak postupně dopoč́ıtáme hodnoty v jednotlivých časových vrstvách, vždycky přitom
použijeme hodnoty z předchoźıch dvou řádk̊u:

Druhá vrstva (t2 = 0.16):

U2
8 = 2 · (1− σ2)U1

8 + σ2(U1
7 + U1

9 )− U0
8 + τ2 f(x8, t1) =

= 2 · (1− 0.64) · 0.7459 + 0.64 (0.3482 + 1.2952)− 0.72 + 0.0064 · (2 · 0.6) =
= 0.8765

U2
9 = 2 · (1− σ2)U1

9 + σ2(U1
8 + U1

10)− U0
9 + τ2 f(x9, t1) =

= 2 · 0.36 · 1.2952 + 0.64 (0.7459 + 2)− 1.28 + 0.0064 · (2 · 0.8) = 1.4202

Třet́ı vrstva (t3 = 0.24):

U3
9 = 2 · (1− σ2)U2

9 + σ2(U2
8 + U2

10)− U1
9 + τ2 f(x9, t2) =

= 2 · 0.36 · 1.4202 + 0.64 (0.8765 + 2)− 1.2952 + 0.0064 · (2 · 0.8) = 1.5785

. . .
t3 0.24 . . . 1.5785
t2 0.16 . . . 0.8765 1.4202 2.0000
t1 0.08 . . . 0.3482 0.7459 1.2952 2.0000
t0 0.0 . . . 0.3200 0.7200 1.2800 2.0000

-1.0 . . . 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x0 . . . x6 x7 x8 x9 x10

Přibližná hodnota výchylky v bodě x = 0.8 v čase t = 0.24 je U3
9 = 1.5785 .
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