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Kapitola 1

Reseni soustav linearnich rovnic:
eliminac¢ni techniky

Uloha je prosta: Je déna matice A € R™*" a vektor b € R" (data tlohy). Cilem je
najit vektor z € R" tak, aby
Ax =b. (1.1)

Je dobte znamo, ze

Véta 1.1. Necht A € R™" b € R™. Jestlize det(A) # 0, potom ezistuje pravé jediné
resent v € R™ dlohy (1.1).

Méame existencéni vétu. Zbyva jenom feSeni x € R™ ”"vypocitat”.

1.1 Gaussova eliminace (idea)

) o 2 5 . 1 , _ T
Necht A = [3 7],1)— [2}Hledamex— [@]tak,aby

2.21314—5332 = 1, (12)
3[E1+7ZL’2 = 2.

Gaussova eliminac¢ni idea: Pfedpokladejme, Ze slozku x5 zname. Chapeme ji jako
parametr. Na zakladé x, 1ze z rovnice (1.2) vypocitat slozku x;:

1
I1:§<1—5ZE2)

Z rovnice (1.3) dostaneme podminku pro zs:

1
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Tedy (7 — %5) To =2 — % 1, —%xQ = % a tedy xo = —1. Ted je mozno urcit slozku
x1: Z (1.2) plyne, Ze

(1=525)==(1-5(—1)) =3.

N | —
DN | =

T =

Eliminac¢ni idea méa dobte znamou interpretaci: Hledame ekvivalentni upravy sou-
stavy (1.2)&(1.3). Prvni rovnici nechdme beze zmény, druhou rovnici nahradime
vhodnou linedrni kombinaci (1.2) a (1.3). Konkrétné, prvni rovnici vynasobime fak-
torem 2 a odec¢teme ji od druhé rovnice. Symbolicky, (1.3) — 2 (1.2). Po této ekvi-
valentni Gpravé dostaneme soustavu

21‘1 + 5$2 = 1 s (14)
1 1

__ —— 1.5

DR 2 (1.5)

Podstatné je, rovnice (1.2)&(1.3) a (1.4)&(1.5) maji stejné feseni x € R?, viz ekvi-
valentni upravy. Ozna¢me U a z matici soustavy a vektor pravé strany soustavy

2 ]. . . 7/ ./ / 7/ N7 v

(1.4)&(1.5): U = [ 0 _51 }, z = [ 1 } Matice U je horni trojuhelnikovd. Piislus-
2 2

nou soustavu rovnic lze snadno fesit algoritmem, kterému se tika zpétnd substituce:

Z (1.5) vypo¢itame z5. Z (1.4) potom dopocitdme x;.

Reseni = jsme ziskali ve dvou krocich:

e Gaussovou eliminaci jsme ptvodni tlohu Ax = b prevedli na ekvivalentni ilohu
Ux = z, kde U je horni trojuhelnikovd matice.

e Reseni tlohy Uz = z jsme efektivné ziskali zpétnou substituci.

1.2 LU-rozklad matice

Uvazujme problém (1.1). Resime tedy soustavu linearnich rovnic

anry + appre 4+ apr, = b
'GQ1$1 + ?22952 +---+ .a2n$n = by (1.6)
;znlml + ;zngxg 4+ ‘annxn = b,

Eliminujme proménnou z; z i-té rovnice, i € {2,...,n}: Necht a;; # 0. Od i-té

rovnice odec¢teme vhodny nésobek prvni rovnice. Tento nasobek je zfejmé [;; = Zﬁ :

(@i — lpan) xy + (a2 — linare) xo + -+ + (@in — lnarn) T = by — Linby .
%,—/ ‘/_/ _,_/

_ . / _ / _ 1/
=0 = Q4o = Qi =



Dostaneme ekvivalentni soustavu

111

+ a12T9

e o A1nTn

/ !/
CL22I’2 + c + GQnZL’n

/ /
Apod2 +et ApnTn

by
by

b,

(1.7)

Budeme postupovat rekurzi. Zavedeme oznaceni: AV = A, b = b. Necht A® a
b je matice soustavy a pravé strana rovnice (1.7). Budeme konstruovat posloupnost

matic
A=AD 5 4®

a pravych stran
bh=p1 5 p®@

Pritom

(

oV )

"
2
Q99

1)
1

(k)

Prvku a;;

e AR AR A — (1.8)
b D ) (1.9)
' ES
;) by

‘ po — | (1.10)
k k ’ k
ay o ag) b
agz) alf) | o) ]

tspésné, A™ je horni trojuhelnikovéa. Oznacime ji U,

(1 1) (1)

o g
Q9o Ao,

(k) (k)

A n,

alk)

matice A® fikdme k-ty pivot. Pokud vSechny kroky rekurze prob&hnou

(1.11)

Popisme rekurzi A% — A®+D pk) 5 plk+1)  Necht a,(clz) # 0. Cilem je eliminace
proménné x;, z i-té rovnice, i € {k+1,...,n}.
Rovnici A®z = b*) 1ze redukovat na proménné j, Tj1, . .

eliminace tykat:

(k) (k)

(k)

ki ol

k ki k

Apii ke Qpit gyt Qg Th1 |
k) (k) (k) T

an,k an,k—H Ann "

., Tp, kterych se bude

B

(1.12)



Po eliminaci proménné zy, z i-té rovnice, i € {k +1,...,n}, soustavy (1.12) dosta-
neme soustavu

) () e g® B

ek al(“/%k% ?klnn Ch ?k: 1)
+ + +
i1 0 Oon Tet1 | brs1 (1.13)
(k1 kil ' (k1)
7(’L,k+)1 . 0/7(,”1 ) Tn bn
kde
Lik = az(»’,z)/agz) pro i=k+1,....n
agfﬂ) = al(-f) — lika,(f’;) pro ¢,j=k+1,...,n (1.14)
bgkﬂ) = bl(-k) - likb,(ck) pro i=k+1,....n

Matici A+ lze zislat z A®) ndhradou matice (1.12) matici soustavy (1.13). Po-
dobné Ize najit b¥+1.

Lze tedy shrnout, e pokud v kazdém elimina¢nim kroku bude af, # 0, k €
{1,...,n}, potom lze Gilohu (1.1) pfevést na ekvivalentni soustavu Uz = z postupem
(1.8)&(1.9). Soustavu s horni trojihelnikovou matici U lze efektivné fesit zpétnou
substituci.

Gaussovu eliminaci, t.j. algoritmus (1.8)&(1.9), lze velmi uzitecné interpretovat
jako jisty maticovy rozklad. Pfitom tento rozklad nas nic nebude stat, jenom vyu-
zijeme "odpadkid” z Gaussovy eliminace: Jestlize a,gz) # 0, potom eliminac¢ni krok
AF) — AF+D 1ze chapat jako linearni transformaci

A®HD — £ AR (1.15)
kde
-1 -
1
My, = g 1 , (1.16)
L _ln,k‘ 1 .
pti¢emz koeficienty lgi14,...,lnx jsou definovany formuli (1.14). Jsou tedy ”ved-

lejsim produktem” jednoho elimina¢niho kroku. Matici M}, si lze predstavit jako
identitu plus poruchu (s hodnosti 1):

T
Mk:In—mkeg, mkE(O,...,0,lk+17k,...,ln7k) GR”,

T
k —ta
pozice



kde I,, € R™*" je identita a e; € R™ je jednotkovy vektor,
ex=(0,...,0,1,0,...,0)" (1.17)

1
k —ta
pozice

Matici M}, se fika (k-td) Gaussova transformacni matice nebo také Frobeniova
matice.

Pokud elimina¢ni postup neselZe, t.j. pokud af, # 0, k € {1,...,n}, potom
ptrechod (1.8) od A k U je mozno interpretovat jako sloZenou transformaci

U=M, ..My M; A.
Matice My jsou zfejmé regularni. Proto
MM ML U=A.
Lemma 1.1. Pro kazdé k € {1,...,n},
-1 i

M,;lz 1 :In—i-mkef

Diikaz je prenechan jako cviceni. Tedy,
M7YMy?Y M =
= (In + m; ef) ([n + msy eQT) . ([n +m,_; eg_l) =

n—1
=1, + kaeg:L,
i=1

kde _ 1
1
lgl 1
L=1|1lsn lp 1 : (1.18)
L lnl ln2 e ln,nfl 1 i

Véta 1.2. Pokud agz) #0,k=1,...,n, potom
A=LU,

kde L a U jsou horni a dolni trojihelnikové matice, definované v (1.18) a (1.11).
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Algoritmus 1.1. (Gaussova eliminace)

1. A= LU ... najdeme LU-rozklad matice A
2. ?2z: Lz=0b... substituce vpred

3. 2x: Ux=z...2pétnd substituce

Kalkulace ceny vypoctu: Odhadneme pocty operaci v jednotlivych fazich vypoctu
(t.j. LU-rozklad, substituce vpfed, zpétna substituce).

Za¢énéme s LU-rozkladem. Vyjdeme z formuli (1.13): Vyéisleni matice A ”stoji”
(n — 1)? nasobeni, (n — 1)? od¢itani a (n — 1) déleni. Vyéisleni matice A™ ”stoji”
(n — (n —1))? nasobeni, (n — (n — 1))? odéitani a (n — (n — 1)) déleni. Nebudeme
rozliSovat ¢asovou naroc¢nost jednotlivych typi operaci. Za kazdou operaci si prosté
udélame c¢arku a pocet c¢arek secteme. Dospéjeme k tomuto zavéru:

n—1 n—1
#fops = 22/{2 +Zk.
k=1 k=1

Symbol # znamena pocet prvku. Pocitame operace v pohyblivé rddové carce, t.j.
floating point operations, zkratka flops. Uvedené rady se daji secist,

#fops =2(n — 1)n(2n —1)/6+n(n —1)/2 = gn?’ —n?/2+0(n).

Cena substituce vpred a cena zpétné substituce se odhaduje analogicky: Pocet
operaci pfi substituci vpred resp. pri zpétné substituci lze odhadnout radové stejné

#flops =n* + O(n) .

n = 100, potom LU-rozklad representuje zhruba #flops = %106, zatimco obé sub-
stituce ”stoji” marginalnich #flops = 2% 10* Jestlize fesime soustavu s vice pravymi
stranami, potom LU-rozklad se pocita jenom jednou. Substituce vpied resp. zpétna
substituce se modifikuji pro rtizné pravé strany.

Poznamka 1.1. Pokud a,(!;) #0,k=1,...,n, potom matice L a U z LU-rozkladu
jsou uréeny jednoznacné. Jsou jednoznacné definovany formulemi (1.18) a (1.11)

Na LU-rozklad lze pohlizet pfimo z definice maticového souc¢inu. Za¢néme trochu
obecnéji:

Poznamka 1.2. Necht A € R™*", B € R™", C' € R"*". Prvky matic A, B, C

oznacujme [a;;], [bi;], [cij], kde proni index i = 1,...,n je rdadkovy index a druhy
inder 7 = 1,...,n je sloupcovy index. Jestlize A = BC, potom z definice soucinu
plati
Q5 = Z bikckj (119)
k=1

9



pro kazdé i = 1,...,n a j = 1,...,n. Vrdatime se k LU-rozkladu. Necht B = L,
viz (1.18) a C' = U, viz (1.11). Uréujeme (n — 1)n/2 nezndmych prvki matice L a
n(n + 1)/2 neznamych proki matice U. Nezndmé pruky téchto matic musi spliiovat
n? podminek (1.19). Tedy pocet podminek je roven poctu nezndmyjch. Vznikld sou-
stava rovnic pro neznamé prvky matic L a U, je za jistych predpokladu resitelnd.
Naznacéend myslenka LU-rozkladu je zdkladem Croutova algoritmu, viz napft. [3],
str. 78.

1.3 Sloupcova pivotace

Zacneme jednoduchym prikladem:

el )= 1]

Je vidét, Ze z prvni rovnice nelze eliminovat proménnou x;, prvni pivot je nulovy.
Pomtze ale ekvivalentni iprava: prehozeni rovnic,

oalln]=l)

Toto prehozeni lze interpretovat jako nasobeni permutacni matici:

ol el [n] =[] [T
10 37 T 10 1

Tento postup lze zobecnit: Uvazujme Gaussovu eliminaci (1.8)&(1.9). Nechf exis-
tuje k € {1,...,n — 1} tak, Ze ag) # 0proi=1,...,k — 1. Necht k-tj pivot je
nulovy, a,(jc) = 0. Nabizi se strategie vybéru nového pivota: Necht existuje index
je{k+1,...,n} tak, ze a%-) # 0. Potom pfehodime j-tou a k-tou rovnici, a eli-
minujeme z;. Popisme elimina¢ni krok A®) — AG+D k) — pE+1) operdtorove.
Definujme matici transpozice Ty;, k < j,

10



k —ty Jj —ty

sloupec sloupec
| |
- -
0 1 —  k—tyradek
Ty = (1.20)
1 0 —  j—tyradek
- 1 -

V kazdém tfadku a kazdém sloupci matice T}; je pravé jedna jednicka, jinak samé
nuly. Potom
A(k+1) = Mk Tkj A(k) N b(k+1) = Mk Tkj b(k) X

Mj, je piislusnad Gaussova transformadéni matice, viz (1.16).

Jeslize neexistuje kandidat na nenulového pivota, t.j. agjk) = 0 pro kazdé j =
k+1,...,n, potom zfejmé det A = 0.

Uziva se lepsi strategie, tzv. sloupcova pivotace: V k-tém elimina¢nim kroku
volime pivot, ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté, t.j.

j =arg nax |a§,?| : (1.21)

IR

Index j je mozno definovat jednoznac¢né, napt. z vice kandidati zvolime nejmensi
j. Proto polozme T}, = Tj;, kde j spliuje (1.21) a definujme k-ty krok Gaussovy
eliminace se sloupcovou pivotact:

AR — Ao A® 0 pD = A T ) (1.22)
Sloupcova pivotace zarucuje omezenost prvkiu matic My. Plati:
b =al/al | |l <1, 1<k<i<n. (1.23)

Sméfujeme k pojmu LU-rozklad s pivotaci. Necht det(A) # 0. Ptvodni soustava
(1.1) je ekvivalentni soustavé s horni trojuhenikovou matici U,

U:MnflTnfl Mk+1Tk+1M]€Tk M1T1 A

Definujme matici
PETn_l Tk+1Tk Tl. (124)

P € R™™ je permutacni matice, jejiz prvky jsou nuly a jednicky. Pfitom v kazdém
rfadku a kazdém sloupci je pravé jedna jednicka. Permutac¢ni matici P 1ze identifiko-
vat s permutact m mnoziny n prvki,

P—— .

11



Specidlnim piipadem permutacnich matic jsou matice transpozice (1.20). Ty, viz
(1.24), lze identifikovat s transpozici 7, uvazované mnoziny n prvka. Proto

Pe——m=7,10 ...0T441 0T 0 ...0Ty.

7 ”odpadu” Gaussovy eliminace se sloupcovou pivotaci sestavime matici

1
l21 1
Z = l31 l32 1 5 (]‘25)
L lnl ln2 T ln,nfl 1 i

jejiz prvky ly, jsou definovany v (1.23). Na zakladé L a rozkladu (1.24) 1ze zkonstru-
ovat tzv. LU-rozklad s pivotaci. Ukazeme si to na prikladeé:

Piiklad 1.1. Necht

: =10 0
1 =13 0
_ A _
A=AT=10 9 6 _3
0 0 4 —7
Eliminace s pivotaci:
1 -1 3 0 1 -1 3 0
I -10 o0 0 -+ -2 0
(2 — 1) — 2 _ 2 2

AT=MB AT =M 6 9 6 3| T 0 =3 6 -3
0 0 4 -7 0 0 4 -7
1 -1 3 0 1 -1 3 0
0 -2 6 —3 0 -2 6 —3

3) — 2 _ _
0 0 4 -7 0 0 4 -7
1 -1 3 0 1 =13 0
0 -2 6 —3 0 -2 6 —3

(4) _ 3) — _
AT =My AT =M\ g gy 7|0 04 -7
o 0 -3 3 0o 00 -2

Symbolicky:
A=AD 5 A® , AB) L, 4@ _ [
kde
U == M3 T3 M2 TQ Ml Tl A (126)

12



0100 100 0 10 00
1000 0010 0100
B=loo010]> 25 {o100]| BT|looo1
0 0 01 0 0 01 0010
jsou matice transpozice a
1 000 10 00 10 0 O
| =l 100 10 1 00 101 0 O
M=t 0t o0]| M o 10| MTlo0 1 0
—ly 0 0 1 0 —lp 0 1 0 0 —lys 1
jsou Gaussovy transformacni matice (Frobeniovy matice), pFicem?z
1 0 0 0 10 00
= |l 10 0 |31 00| a1,
L:z31l3110_0}110_M1M2M3'
lag I laz 1 0 0 _z% 1
Sméfujeme k rozkladu matice A: Z (1.26)
U= M3 T5MyT5 15T, MlTlA:M3M2T3T2M1T1A,
kde .
MQETgMQTg.
7 predchozi identity
U= My My Ty Ty My Ty T Ty To Ty A= My My M, Ty To Ty A,
kde .
M1£T3T2M1T2T3.
Proto o
MI*M MY U =TT Ty A,
kde . .
MflITgTQMflTQTg, M;lITgMngg.
Polozme
P= T3 TQ T1 . (127)
Analyzujme ]\71_1:
0000 0000
~ loy 0 0 0 loy 0 0 0
-1 _ 21 o 21
M7 =1+157T, iy 0 0 0 Ty T3 =1+1T5T, i 00 0
l41 0 0 0 l41 O O 0

13



Podobné,

0 0 00 0 0 00
~ 1 0 0 00 B 0 0 00
My =T+ | g g 00| B=1+5 g 1, 0 0
0 l42 00 0 l42 00
Polozme
1 1 0 0 0 0
l21 lgl 1 1 0 O
~ =151 , ~ =T ) =
ls1 2 I I32 Sl lss 1 1
Iy I lao lao la3 lis
Potom,
1 0 0 O
~ .~ [ 1 0 0
MMy Mgt = | 2 < =L 1.2
2 3 l31 13 1 0 (1.28)
lg lip lag 1
Lze tedy shrnout, ze
PA=LU, (1.29)
kde
01 00 10 00 1 =13 0
0010 01 00 0 -2 6 -3
P_OO()l’L_OO 10’U_004—7
1000 1l3 0 00 —3
Plati:

Véta 1.3. Necht det(A) # 0. Potom existuje permutacni matice P € R"*" tak, Ze
PA=LU,

kde U € R"™ ™ je horni trojuhelnikovd a L € R™™"™ je dolni trojuhelnikovd s prvky

lij] <lprol<j<i<1l, [l;=1proi=1,...,n.

Diikaz vynechame. Lze jej najit napt. v [1], Theorem 1.8, str. 10. Ptiklad 1.1
naznacuje, ze k-ty sloupec matice L je definovan na zakladé k-tého sloupce matice

L, viz (1.25):
LG kK)=Ty ... Tepr LG K), k=1,....n—2, L(:,n—=1)=L(:,n—1).

14



V praktickych implementacich algoritmu se nepouzivaji ani matice transpozice
T}, ani ekvivalentni transpozice 7. Pole, které zaujima ptvodni matice A, se vn—1
krocich ptepisuje tak, ze v poslednim kroku se do pole zapise horni trojuhelnik matice
U a striktni dolni trojuhelnik matice L. V kazdém kroku se aktualizuje informace,
ktera je ekvivalentni permutaci 7,,_1 o ... o Tx11. Lze ji zapsat do jednorozmérného
pole N"~1 které se v jednotlivych krocich aktualizuje (ptepisuje).

Algoritmus 1.2. (Gaussova eliminace se sloupcovou pivotaci)

1. PA=LU ... najdeme LU-rozklad matice A se sloupcovou pivotaci. PoloZme
c=Pb.

2. ?z: Lz=c ... substituce vpred

3. ?x: Ux=z...2zpétnd substituce

Odhad "ceny” algoritmu pocitany v poctu operaci #flops je radové stejny jako
u algoritmu 1.1. Transpozice T}, resp. 7, predstavuji pfesuny v operacni paméti a
téch se pocitadlo operaci flops netyka. Ostatné, verze MATLAB 6 (a vySe) pocitadlo
#Hfops "nepodporuji”, jakozto zastaralé meéritko efektivity algoritmu.

1.4 Choleského rozklad

Polozime si tuto otazku: Jak se projevi predpoklad symetrie matice (t.j. pfedpoklad
A = AT) na fungovéani algoritmu LU-rozkladu?

Nejprve uvazujme obecnou matici A € R™*". Necht existuje LU-rozklad matice
A t.j. existuje L a U, viz (1.11) a (1.18), agz) #0pro k=1,...,n. Potom existuje
diagonalni matice D € R™ ™ a horni trojuhelnikovd matice R € R"*", kterd méa
jednicky na diagonale, tak ze plati

U = DR. (1.30)

Toto tvrzeni vyplyva z definice souc¢inu matic: Prvky matice U oznacujme u;;. U je
horni trojihelnikova. Definujme

U1 Ry Ry -+ -+ -+ Ry,
Uso Ryy -+ -+ o Roy,
D = , R = ,
Ukk Ryp -+ Ry
L unn . L Rnn .

kde R;; = 22. Z definice, R; = 1, ¢ = 1,...,n. Snadno se ovéii, ze plati (1.30),

Wi

Dospéli jsme”k nasledujicimu rozkladu matice A:

A = LDR. (1.31)
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Za predpokladu agz) #0prok=1,...,n je tento rozklad jednoznacny.
Necht A je symetrickd, t.j. A= AT. Plati-li (1.31), potom

AT = (LDR)" = (DR)'L" = R"D"L" = R"DL".

Matice R je dolni trojihelnikovd, s jednickami na diagonale, L je horni trojihel-
nikova, s jednickami na diagonale, D je diagonalni pricemz diagonalni prvky splnuji

predpoklad a,gz) #0prok =1,...,n.7Z jednozna¢nosti rozkladu matice A’ a ze sy-
metrie A = AT vyplyva, ze RT = L. Ukézali jsme, Ze pokud matice A je symetricka,

a pokud a,(jc) %0 prok=1,...,n, potom matici A lze rozlozit takto:

A= LDL", (1.32)

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle, a D je diagonalni
matice. Diagonalni prvky matice D oznacme d, k = 1,...,n. Poznamenejme, Ze
d, = a,(clz) je k-ty pivot eliminace, viz (1.10). Pfedpokladame tedy, ze dy # 0 pro
k=1,....n.

Zavedme operator diagonalni matice

D = diag (dy, ... dy, ... dy,) . (1.33)

Necht vSechny diagonélni prvky jsou kladné, t.j. dp > 0 pro &k = 1,...,n. Potom
miizeme korektné definovat odmocninu matice D2,

. 1/2 1/2
DY? — diag <d1/ e d ,...,d}/Q) .
Rozklad (1.32) lze zapsat takto:
A= LDL" = GG*, (1.34)

kde G = LD'?. Matice G je dolni trojthelnikova a na diagonale mé kladné prvky.
Rozkladu symetrické matice A na soucin

A = GGT, (1.35)

kde G je dolni trojuhelnikova s kladnymi prvky diagonale, fikame Choleského roz-
klad. Ukéazali jsme, ze za jistych predpokladi Choleského rozklad existuje.

Budeme specifikovat dilezitou t¥idu matic, pro kterou Choleského rozklad exis-
tuje.

Definice 1.1. Rikdme, Ze A je symetrickd, positivné definitni (krdtce: A je s.p.d.),
jestlize

1. A= AT |

2. kvadratickd forma 27 Az > 0 pro kaZdy vektor x € R"
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3. jestlize existuje x € R™ pro které forma x* Az = 0, potom z =0 € R" .

Nasledujici postacujici podminku existence Choleského rozkladu vyslovime bez
dikazu:

Véta 1.4. Jestlize A je s.p.d., potom existuje Choleského rozklad.
Dikaz viz napt. [1], Theorem 1.8, str. 10.

Zformulujeme algoritmus FeSeni nasi zékladni tlohy (1.1) za pfedpokladu, ze A
je s.p.d. Budeme piedpokladat, ze existuje G, tak ze (1.35). Tedy Ar = GGTx = b.
Idea je, provést substituci GTz = z:

Algoritmus 1.3. (Reseni soustavy se symetrickou matici)
Hleddme x: Axr = b, kde A je s.p.d.

1. A=GGT ... najdeme Choleského rozklad matice A
2. 2z: Gz=0b... substituce vpred

3. ?x: GVx ==z ... zpétnd substituce

Kalkulace ceny vypoctu se déla analogicky jako pfi analyze Algoritmu 1.1. Uka-
zuje se, cena Choleského rozkladu je podstatna. Lze ji odhadnout jako

#flops = %n?’ 4+ O(n?).

Tedy zhruba polovi¢ni, nez cena LU-rozkladu. Naklady substituce vpied a naklady
zpétné substituce jsou marginalni.

Zatim jsme se nezminili, jak efektivné zvladnout Choleského rozklad. Vime, ze
existuje (viz Véta 1.4). Tento fakt vyuzijeme pii formulaci algoritmu rozkladu. Pri-
pomenme Poznamku 1.2: Predpokladame, ze A = B(C. V kontextu Choleského
rozkladu, B = G a C' = G'. Prvky matice G oznacujeme indexy [g;;]. G je horni
trojihelnikova, t.j. g;; = 0 pro i < j. Z podminky (1.19) proto dostavame

n min(z,5)
=Y Giwdik = Y Girljk (1.36)
k=1 k=1

prokazdé i=1,...,.naj=1,...,n.
Algoritmus Choleského rozkladu si vysvétlime na piikladu matice A € R3*3,
Predpokladame, ze

a; a2 a3 gn 0 O g1 921 931
A1 Q2 Q23 | = | g21 go2 O 0 g2 g3 |,
a31 Q32 ass 931 g32 g33 0 0  gs3

ag1 = 12, 31 = 13, A23 = A23. Hledame devét neznémych Gij, 3 Z 1 Zj Z 1, S tim,
ze musi byt splnéno devét pozadavki (1.36), 3 > i > j > 1. Pozadavky lze spliit
postupné (kanonicky):
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L. an = gugn = giy: Vypoéitame g1, = £/an.
Volime kladny kofen, t.j. gi1 = \/ai1.

2. as1 = @g21911- Vypoéitéme go1.

3. G2 = go1go1 + g22922: Vypolitdme gog = ++/a2 — g3;.
Volime kladny kofen, t.j. gos = \/a22 — g3,

4. a3 = gs1911: Vypocitame gs;.

5. asy = g31921 + g320G22: Vypocitame gso.

6. ass = g31931 + G32032 + ga3gas: Vypocitdme gs3 = £v/ass — g3 — g%
Volime kladny kofen, t.j. gs3 = \/as3 — g2, — G3»-

Pokud Choleského rozklad existuje (napt., pokud A je s.p.d.), potom transcendentni
rovnice v krocich 1, 3 a 6 maji redlna, obecné iracionalni, feseni gi1, g22 a g33.

1.5 Analyza zaokrouhlovacich chyb
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Kapitola 2

Metoda nejmensich ¢tvercu

2.1 Motivace: Linearni regrese

Uvazujme m, m > 2, bodt (&, 1), i = 1,...,m, v roviné R?. Jsou to data nasledu-
jiciho problému: Hleddme koeficienty a;, as pfimky n = a1£ + ay tak, aby pfimka
n = a1€ + az optimalné prokladala (fitovala) zadané data, viz Obr. 2.1.

Musime definovat v jakém smyslu ”optimalné”: Definujme vektor » € R™, r =

(Tiy ooy Tiy e ooy T )y

= @& t+ax—m
ri = m&+ax—n; (2.1)
Tm = @&y + a2 — N

Slozku vektoru 7; 1ze chépat jako residuum rovnice a1§; + ag — 1;. Soustavu (2.1) lze
zapsat vektorové:

[ 7 ] [ & 1] T
ri | =& 1 { “ } -1 m | - (2.2)
. . . a2 .
L "m L gm 1 | L TIm
Oznacme ) ) ) )
IS m
A= & 1|, b= n
[ &m 1] L T
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Obréazek 2.1: Data: Dvacet bodt (&;,7;) v roviné R?. Linearni regrese: Aproximace
dat primkou 1 = a1& + aq, a; = 1.0479, as = 2.2944.

Matice A € R™*? a vektor b € R™ reprezentuji data problému. Uvazujme zobrazeni

{al 1 »—>7“EA{CL1 1 —b.
az az
Interpretace: Kazdému ”"pokusu” o nalezeni a; a ap pritadime prislusné residuum
reR™.

Cilem je najit takovy pokus (takové a; a as), kdy piislusné residuum bude
nejmensi. Reziduum r € R™ mérime velikosti normy,

m 1/2
Ir| = (er) ) (2.3)

Uvedené normé se iika Eukleidovskd norma. Pokus je vektor y € R? se slozkami a,
a ay. Formulujeme optimalizacni tilohu: Hleddme vektor z € R? tak, aby

xr = arg min || Ay — 0| . (2.4)
y€eR2

Zajim4 nas argument r € R? realné funkce

y — [|[Ay — b ,
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pro ktery se toto minimum nabyva. Tento argument x € R?, jehoZ slozky oznacime
x = (a1, ay), lze interpretovat jako koeficienty hledané piimky n = a:£ + ay. ReSeni
tlohy (2.4) minimalizuje soucet ctverci reziduil Y ;" 7. Je totiz zfejmé, ze

¢ = arg min || Ay — b|| = arg min || Ay — b||* .
y€eR2 y€eR2

voev s

Cilem je aproximace zadanych (namérenych) hodnot néjakou funkci z predepsaného
prostoru. JestliZe je predepsany vztah linedrni (representovany napft. vyse uvedenou
matici A), potom mluvime o linedrni regresi. Matematickou technikou linedrni re-
grese je metoda nejmensich ¢tvercti.

2.2 Normalové rovnice

Motivacni priklad zobecnime:

Problém 2.1. Pro dand data
A=R™" m>n, beR" (2.5)
hledame takovy vektor x € R™, aby

in || Ay — b]| . 2.
v € arg min || Ay — b (2.6)

Inkluze € naznacuje, ze feSeni nemusi byt jednozna¢né. (To by ostatné mohlo nastat
i v pfipadé nasi motivac¢ni tlohy.)
Formalné fesime tlohu

Ax =0, (2.7)

tedy stejnou tlohu (1.1), jako v Kap. 1. Protoze m > n, soustava rovnic (2.7) muze
mit vic rovnic nez neznamych. Musime proto formélni tiloze (2.7) dat rozumny smysl:
Definujeme reziduum r € R™ rovnice (2.7),

r=Az —b.

Hledame =z € R”™ tak, aby soucet ¢tverct slozek reziduil r;, ¢ = 1,...,m, tedy
Ir||* = S 72, byl minimélni tedy, aby platilo (2.6). Rikdme, Ze  spliluje rovnici
(2.7) ve smyslu nejmensich ctverci.

Véta 2.1. Necht A =R™ ", m >n, b € R™. Potom x € R" je spliiuje (2.6) prdvé
kdyz x € R™ je resenim
AT Az = A"b. (2.8)
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Poznamenejme, ze ATA € R™" a ATh € R™. Reseni problému (2.8) ptedstavuje
feSeni soustavy linearnich rovnic se ¢tercovou matici, viz Kap. 1. Ledacos o nume-
rickém FeSeni tohoto problému vime. Soustavé (2.8) se fikd normdlové rovnice.

K dtikazu potfebujeme pomocné tvrzeni:

Lemma 2.1. Necht N je linedrni podprostor prostoru R™, necht b € R™. Potom
dvé ndsledugici turzeni (2.9) a (2.10) jsou ekvivalentni:

EeN = [lE=bl[<|n—0bl] VneN. (2.9)
EeN : (E=bn—& =0 VneN, (2.10)
t.J. (E—bmn)=0 VneN.

Poznamka 2.2. V tvrzeni vystupuje skalarni soucin. Pripomenme jeho definici:
Necht u € R™, v € R™. Potom definujeme skalarni soucin (u,v) proki u a v jako

(u,v) = Zuivi =u'v.
i=1
Specdlné, (u,u) = ||u||*. Z kontextu je ziejmé, jde o skaldrni soucin v prostoru R™.
Pokud je treba dimenzi prostoru explicitné uvést, definujeme

(u,v) = (u,v)gm .

Include: obr: geometricka interpretace, kolmost
Dukaz (Lemma 2.1) Vyjdeme z identity (kosinova véta)
[l = 0l[* = 11€ = Bl + 11§ = nl|* + 2(6 =m0 =€), (2.11)
ktera je platna pro kazdou dvojici £ € R™ an € R™.
Nejprve ovéfime implikaci (2.10) = (2.9). Jestlize plati (2.10), potom z identity
(2.11) ihned plyne, Ze
[l = blI* = 1€ = bII* + 116 — nll* > ll§ — blI*.

Implikaci (2.9) = (2.10) dokazeme sporem: Necht existuje n € N tak, Ze ({ —
n,b— &) # 0. Definujme zobrazeni, které kazdému o € R! piiradi

(o) =an+ (1 — ).
Ziejmé Il(«) € N. Dvojice &, II(«) spliuji identitu (2.11), t.j.
[1TT(c) = bl[* = [I€ = Bl + [I€ = T(@)||* + 2(TT(a) — 1,0 — &)
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pro kazdou hodnotu parametru o € R!. Pfedpoklddame, Ze je splnén predpoklad
(2.9) t.j., v daném kontextu,

ITT(a) = bl[* > IE = bl[*, aeR.

Proto
1€ = T(@)]]” + 2(T(a) =, b= &) >0, a€R'.

Z definice, £ — II(a) = a(§ — n). Po dosazeni,
llE =l +2a(€ —nb—€ >0, aeR'. (2.12)

Jestlize (£ —n,b — &) # 0, potom kvadratickd funkce o — f(a) = o?||€ —7||* =
2a(&—n,b—¢) nabyva ziejmé zaporného minima. Coz je ve sporu s vlastnosti (2.12).

U
Pfipomenme pojem definiéni obor R(A) matice A € R™*™:

R(A)={neR™ : JyeR", Ay =n}. (2.13)

Dukaz (Véta 2.1) Aplikujme Lemma 2.1 v situaci, kdy N = R(A).
Je zfejmé, ze x € arg mIiRn ||Ay — b|| pravé kdyz
yeRrn

||Az —bl| < [|[Ay = b|| Vy €R".
Z Lemmatu vyplyva, ze je to ekvivalentni podmince
(Az — b, Az — Ay)gpn =0 Vy e R".
Tato podminka je ekvivalentni nasledujicim podminkam:
(Az — b, Ay)rm =0 Yy e R,

(ATAz — A%, y)gn =0  Vy e R",
AT Az = A"b.
O

Jestlize matice AT A soustavy linedrnich rovnic (2.8) je regularni, t.j. det ATA #
0, potom Problém 2.1 mé jediné feSeni

r = arg ;gﬁgnn |Ay — 0] . (2.14)

Ozna¢me rank A hodnost obdélnikové matice A € R™*™. Plati:

Lemma 2.2. Necht A € R™", m > n. Potom det ATA # 0 prdvé kdyz matice A
md plnou hodnost, t.j. rank A = n.
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Dutikaz Necht det ATA # (. Predpokladejme, %e rank A < n. To znamend, Ze
existuje x € R", x # 0, Az = 0 € R™. Toto = je soucasné feSenim soustavy
ATAx = 0 € R" s regularni matici. To znamend, 7ze + = 0 € R", coZ je spor s
predpokladem x # 0.

Necht rank A = n. Pfedpokladejme, Ze det ATA = 0. To znamend, Ze existuje
netrivialni feSeni x € R", x # 0, soustavy ATAx = 0 € R™. Plati:

0= (ATAxax)R" - (Aqux)Rm = ||AZE||2

To znamena, ze Ar = 0 € R™. Protoze matice A mé plnou hodnost, nutné x = 0,
COZ je spor. ]

Necht rank A = n. Vime, Ze Problém 2.1 mé jediné feSeni (2.14). Jak toto FeSeni
vypocitat? Formulace (2.8) nabizi pouzit elimina¢ni techniky z Kap. 1, napt. Al-
goritmus 1.1 resp. Algoritmus 1.2. Uk4Zeme, matice AT A soustavy je symetricka,
positivné definitni (s.p.d.), viz Definice 1.1. Lze tedy pouzit efektivnéjsi Algorit-
mus 1.3, ktery vyuziva Choleského rozkladu.

Tvrzeni 2.1. Necht A € R™" m > n. Necht rank A = n. Potom AT A je s.p.d.

Dtikaz Definujme B = AT A. Postupné ovéfime tii pozadavky Definice 1.1, aby B
byla s.p.d.

1) Symetrii matice B: Protoze BT = (ATA)T = AT A, potom B = B
2) Semidefinitnost matice B: Pro kazdé x € R”

"By = 2T AT Ax = (Az, Az) = ||Az||* > 0

3) Positivn{ definitnost matice B: Nechf 2* Bz = 0. Chceme ukézat, ze v = 0 €
R™. Sporem: Necht x # 0. Potom stejnou argumentaci jako vyse,

0=2x2"Br =a2"ATAr = (Ax, Ax) = ||Ax||*.

To znamené, ze Axr = 0 € R™. ProtoZe A méa plnou hodnost, nutné z = 0 € R",
coz je hledany spor.

OJ

Kalkulace nakladi na vypocet feseni (2.14) pomoci Algoritmu 1.3 lze odhadnout

jako #flops = in® + O(n?). K tomu je tieba pricist ndklady na maticové nasobeni
AT A, které obnéseji #flops = 2n’m.

Poznamka 2.3. Necht A € R™ ", m > n. Necht rank A = n. Jestlize zaddme
b € R™, potom teseni x € R™ problému (2.14) je ddno explicitni formuli

r=(ATA)ATD. (2.15)
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Staci si uvédomit ekvivalentni definici (2.8). Uvedend formule neni vhodnd pro vy-
pocet x. Md vijznam z teoretického hlediska: Definujme matici AT € R"*™

At = (ATA)T1AT, (2.16)
Tedy v = ATb. Matice At represenuje lindrni operdtor
beR™+— ATb = v € R",

ktery zadanému b € R™ prirazuje teSeni x € R"™ problému (2.14). Jestlize m = n,
potom AT = A7L.

V poslednim odstavci této kapitoly (odst. 2.5) budeme definovat A™ i v piipadé,
kdy matice A nebude mit plnou hodnost.

2.3 Aplikace QR-rozkladu matice

Plan: Zavedeme novy typ rozkladu libovolné matice A € R™*" tzv. QR-rozklad
matice. Algoritmus tohoto maticového rozkladu probereme v odst. 2.4. V tomto
odstavci uvedeme aplikaci () R-rozkladu pro feseni problému (2.14).

Definice 2.1. Necht Q € R™* ™. Rikdme, %e matice @) je ortonormélni, jestlize Q)
je requldrni (t.J. existuje inverzni matice Q') a

Q—l — QT-

Jinymi slovy, sloupce (resp. fadky) matice @) maji jednotkové normy a jsou na
sebe kolmé: Necht ¢; € R™ a ¢; € R™ jsou i-ty a j-ty sloupec matice (). Potom
(4i, gj)rm = ¢} q; = 0 pro kazdé i # j, (¢;, q:)rm = ¢/ ¢; = 1 pro kazdé i.

Definice 2.2. Necht R € R™". Rikdme, Ze matice R = [ry] s prvky rij, i =
1,...,m, j=1,...,n, je horni trojahelnikova, jestlize r;; = 0 pro vsechna i > j.

Véta 2.2. Necht A € R™*™. Potom existuje ortonormdlni matice ) € R™ ™ q
horni trojuhelnikovd matice R € R™*™ tak, Ze

A=QR. (2.17)

Dikaz je konstruktivni, viz odst. 2.4. O
Poznamenejme, ze () R-rozklad neni jednoznac¢ny.

Véta plati pro libovolné rozméry m > 1, n > 1 matice A € R™*". V kontextu
feSeni problému (2.14) budeme piedpokladat, ze m > n. Déale predpokladejme, Ze
matice A ma plnou hodnost, t.j. rank A = n a det(ATA) # 0.
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Pfi feSeni normélovych rovnic (2.8) vyuzijeme rozklad (2.17):
AT Az = (QR)Y QRz = R"Q" QRx = R"Ra = A™b.
Matici RT R této soustavy lze dale upravit: Definujme ¢tvercovou matici
UeRY™, U =uy (2.18)
jako restrikci matice R € R™*" | R = [R;;| tak, ze
Uy =ry5, t=1,....,n, jg=1,...,n.

Lze ovérit, ze
ATA=R'R=U"U.
Pritom
det(ATA) = det(R"R) = det(U™U) £ 0,
rank A = rank R = rankU =n.

Normaélové rovnice (2.8) lze pomoci rozkladu (2.17) ekvivalentné formuloval jako
UtUz = A™b. (2.19)

Véta 2.3. Necht A = R™ ", m > n, b € R™. Necht rank A = n. Uvazujme QR
rozklad matice A:

1. A=QR, kde Q € R™™, Q7! = QT a R™™" je horni trojuhelnikovd.
2. U € R™™ je matice (2.18), kterd je restrikci matice R™".

Potom = = arg m&{n ||Ay — b|| pravé kdyz
yEeER™

=1 T, | di }on
r=U "dy, Qb—[d2 Y om—n

Poznamka 2.4. (Véta 2.3) Polozme d = Qb € R™. Potom d; € R" oznacuje prv-
nich n sloZek vektoru d. Podobné dy € R™™™ oznacuje poslednich m —n sloZek vek-
toru d. Ctvercovd matice U md plnou hodnost. Inverze U~! tedy existuje. Nicméné v
praktickém vijpoctu nevyéislujeme inverzi v = U~'d,, ale vesime soustavu Uz = d;
s horni trojuhelnikovou matici U. MuzZeme pouZit algoritmu zpétné substituce, viz
Algoritmus 1.1.

Dikaz (Véta 2.3) Necht y € R™. Pocitejme ||Ay — b|] :

|4y = blI* = [|QRy — bl |* = [|Q(Ry — Q"b)[|* = (Q(Ry — Q1)) (Q(Ry — Qb)) =
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(Ry —Q™b)"Q"
= (Ry — QTb)T(Ry — Q™b) = ||Ry — QTb||* . Polozme

ZZRy—QTb: [Zl} pn

z | }m—n
Kdyz si uvédomime blokovou strukturu vektortt Ry € R™ a Qb € R™,
_ | Uy | }In , _ | di| In
Ry—{ 0 } tm—n"’ Qb_{dQ tm—n
je jasné, ze

1Ay = bl[* = [[Ry — Q0" = ||2lI* = [|z1][n + 122l [fm—n = [|Uy — i |[fn + | o [fmn -

Hledame z € R™,

r€R™ . ||Az —b|)? < ||Ay —b|]* Wy €R"
t.J.
reR"  ||Uz —di|* + [|da||* < ||Uy — du|* + [|do]|* Yy € R™.
Je zfejmé, ze
reR" : Ux =d;.

2.4 Konstrukce QR-rozkladu

Motivace: Matici G € R?*? nazvéme matici rotace, jestlize existuji c € R! a s € R!
tak, ze

G:[ c i} Ats?=1. (2.20)

—S

G je zfejmé ortonormalni matice, viz Definice 2.1. Konstanty ¢ a s lze interpreto-
vat jako ¢ = cosf a s = sinf néjakého thlu § € R!. Matice G definuje line4rni
transformaci

r€R*— Gu =y c R?,

ktera odpovida rotaci zadaného vektoru x kolem pocatku o thel 6 ve smyslu hodi-
novych rucicek.

Resme nésledujici tlohu: K zadanému vektoru [ Z 1 # 0 hleddme matici rotace

G, viz (2.20) tak, aby
G[H:[g] (2.21)



Jinymi slovy, nezajimé nas prvni slozka obrazu zadaného vektoru, ale trvame na
tom, aby druhé slozka obrazu byla nulova. Dojdeme k nasledujicim pozadavkim na
cas:

1. &+ % =1, viz (2.20)
2. —sa + cb = 0, viz druha slozka obrazu.

Uloha ma dvojznacné feseni:

a b
- - - 2 2.22
=2, = (222
a
a b
c=——, §=——
r r
kde

Va2 12, (2.23)
Vybereme variantu (2.22)&(2.23). Potom

s[3]=[]

Jestlize [ “ } = 0, potom kazd4 dvojice c, s, kterd spliiuje ¢® + s? = 1, je fesenim

b
tlohy (2.21). Vybereme variantu

c=1, s=0. (2.24)

Jak vypada QR-rozklad zadané matice A € R?*2? Necht
a c
A= { o } .

K zadanému prvnimu sloupci matice A, t.j. vektoru definujeme matici rotace

a
b
G € R**? viz (2.20), kde ¢ a s jsou definovany formulemi (2.22)&(2.23), nebo
v trividlnim pfipadé (2.24). Matice R = GA je horni trojtihelnikova. Definujme
Q = G"'. Potom A = QR je hledany rozklad.

Matice G z definice (2.20) je planarni pfiklad jisté linedrni transformace v R™:
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Definice 2.3. Pro zadanou dvojici indexi i a j, 1 < i < j < m, definugme matici
Gi; € R™™ Givensovy rotace,

i —ty J—ty
sloupec sloupec
i l l ]
1
1 — ty radek  — c s
Gij == Tl )
j — ty radek  — s c
- 1 -

kterd zdvisi na volbé parametri c a s, kde ¢® + s> = 1.

Matice G;; jsou ortonormalni t.j. G} = GE
J 1] K
R™*™ je identita. Linearni transformace

GZ]GE = Gg Gij = I, kde I €
reR" +— Gz =ycR™"
kazdému x € R pritazuje y € R™ s tim, ze
Yk = Tk, k # ’L,j .

Jinymi slovy, obraz y je kopii vzoru x s vyjimkou i-té a j-té slozky.

Resime problém analogicky tiloze (2.21): Je dan vektor z € R™. Jsou dany indexy
iaj,l <i<j < m. Heddme Givensovu transformaci G,; tak, aby obraz y =
Gijr € R™ mél j-tou slozku nulovou, t.j. y; = 0. Analogie (2.22)&(2.23) a (2.24)
nabizi nasledujici reseni:

Tvrzeni 2.2. Necht x € R™. Polozme r = \/x? + :L‘JQ Jestlize r # 0, definujme

€T; X
= — = —. 2.25
c=", §= (2.25)
Jestlize r = 0, definugme
c=1 s=0. (2.26)
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Potom

Tj+1

Lm

Necht A € R™ ", Matice Q € R™*™ prislusného Q) R-rozkladu je konstruovdna
jako soucin matic Givensovovych transformaci. Uk4dZeme si to na piikladé:

Piiklad 2.1. Necht A € RY3. V ndsledujicim schématu hvézdicky * oznacugji obecné
nenulove prvky matic:

* ok % * k% * ok % * ok %
A | For G o« x x| 6% | x o« x| G |0 % x
* %k % * %k %k 0 * * 0 * =*
* k% 0 * =* 0 * * 0 * =*
¥k % * ok % * k%
¢ 10 % x| 62D [0 x x| 63 |0 % x
— = =R
0 * =* 0 0 = 0 0 =x
0 0 =% 0 0 =% 0 0O

Konstruujeme Sest transformaci
G&) € R4><4, Gg? € R4><4, G%) € R4X4, Géi) e R4X4, Gg? e R4X4, Gi(’,i) c R4
tak, aby jejich sloZenym vznikla horni trojihelnikovd matice R € R**3,
R =Gy Gy G G Gy G AL

Schéma predstavuje mezivysledky postupniych zmén matice A. K nastaveni parametri
c a s se vyuziva Tvrzent 2.2.
Matici A lze vyjadrit jako

A= (GG GG TG TG TR,
Matice G;; jsou ortonormdlni. Proto
A= (G T (G (G T (G (G (GE)T R.
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Definujme
Q = (GI)T (GET (G)T (GED)T (GINT (GE)T e R,
Potom

A=OQR.

Pti agoritmizaci si nemusime pamatovat vsech Sest Givensovych transformaci:
Polozme
R=A M:=1.

1. Volme Gé? tak, aby

G R(;,1) =

* X X

0
kde R(:,1) je prvni sloupec matice R. Aktualisujme

R:=GYR, M:=G\)M.
2. Volme G%) tak, aby

GY R(:,1) =

S O % ¥

Transformace Gg? ovlivituje druhou a tfeti slozku obrazu. Vzor mél ¢tvrtou
slozku nulovou. M4 ji tedy i obraz. Aktualisujme

1 1
R:=GYWR, M:=GY)M.
3. Volme Gg) tak, aby

G\ R(;,1) =

o O O ¥

Transformace G%) ovliviiuje prvni a druhou slozku obrazu. Vzor mél ¢tvrtou
a treti slozku nulovou. M4 ji tedy i obraz. Aktualisujme

R:=GYR, M:=6\)M.
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4. Volme Géi) tak, aby

EE I

0

kde R(:,2) je druhy sloupec matice R. Poznamenejme, Ze prvni sloupec R(:, 1)

ma druhou, tieti a ¢tvrtou slozku nulovou. Potom obraz Ggi) R(:,1) ma druhou,
tfeti a ¢tvrtou slozku nulovou. Aktualisujme

R:=GYR, M:=GPM.

5. Volme G%) tak, aby

S ¥* ¥

0

kde R(:,2) je druhy sloupec matice R. Poznamenejme, Ze

(a) druhy sloupec R(:, 2) méa ¢tvrtou slozku nulovou. Potom obraz G;? R(:,2)
ma ctvrtou slozku nulovou.

(b) prvni sloupec R(:,1) mé druhou, tfeti a ¢tvrtou slozku nulovou. Potom
obraz G%) R(:,1) méa druhou, tfeti a ¢tvrtou slozku nulovou.

Aktualisujme
R:=GYPR, M:=GYM.

6. Volme Géi) tak, aby

G R(:,3) =

* ¥ ¥

0

kde R(:,3) je druhy sloupec matice R. Poznamenejme, Ze

(a) druhy sloupec R(:,2) mé tieti a ¢tvrtou slozku nulovou. Potom obraz
Gg) R(:,2) mé tfeti a ¢tvrtou slozku nulovou.

(b) prvni sloupec R(:,1) mé druhou, tfeti a ¢tvrtou slozku nulovou. Potom
obraz Gg? R(:,1) mé druhou, t¥eti a ¢tvrtou slozku nulovou.

Aktualisujme
R:=GYR, M:=G9M.

Lze tedy shrnout, ze
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e R € R¥3 je horni trojtihelnikova,
o M € R¥* Ize interpetovat jako M = G$) G2 G G\ ¢S LY,
e ) = M7 je ortonormalni,

e QR=A.

Kalkulace nédkladt Q R-rozkladu: #flops = 2n*(m — %).

Poznamka 2.5. Uvedli jsme algoritmus QQ R-rozkladu, ktery je zaloZen na Givenso-
vych transformacich. Alternativni technikou je Q R-rozklad, ktery vyuziva Househol-
derovych transformaci, napt. [4], str. 224.

2.5 Pseudoinverze matice

Necht A € R™*"™ m > n, b € R™. Jestlize rank A = n, potom feSeni x € R™ pro-
blému (2.6) je jednozna¢né urceno. V Poznamce 2.3 jsme odvodili explicitni formuli
r = ATbh, kde AT € R™™. Cilem odstavce je popsat strukturu feSeni problému (2.6)
v obecném pripadeé, kdy

rankA=r<n.

Pfipomerime pojem jadro t.j. nulovy prostor N(A) matice A € R™*":
NA) ={zeR" : Ar=0€R"}. (2.27)
Dimenze nulového prostoru dim N'(A) = n — r. Zajima nés piipad r < n. Vyu-
zijeme Vétu 2.1: Nechf = € arg min ||Ay — b|| a z € arg min | Ay — b|| t.j.,
yeR™ yeR™
ATAz = A%, ATAz=A"p, ATA(x —2)=0€cR".

Polozme v = x — z. Potom ATAv = 0 € R" pravé kdyz v € arg m&@n | Ay||. Tedy
yeR™
veN(A).

7 této analyzy vyplyva, ze mnozina
X = {z € R" : z € arg min ||Ay — bH} (2.28)
y€eR?
vSech Teseni Problému 2.1 je afinni prostor dimense dim N (A) = n — r: Jestlize

xr € X, potom pro kazdé z € X existuje v € N(A) tak, ze z = x + v.

Definice 2.4. Oznacme x5 € X takové Teseni Problému 2.1, které ma nejmensi
normu t.J.,
ZBESZULS < 2Tz

pro kazdé z € X. Rekneme, Ze x1g je Teseni ve smyslu nejmensich étverct (least
squares).
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Pro zadana data problému A € R™ " m > n, b € R™ existuje pravé jedno
xrs € X, kde xpg je TeSeni ve smyslu nejmensich ¢tverci. Uvazujme operator

AeR™" beR™ +—— 1x15€R",

ktery datim tlohy A a b pfifazuje feSeni x;g. Lze ukazat, ze k dané A € R™*"
existuje matice AT € R"*™ tak, ze

TrLs = A+b .
Line4drnimu operatoru A™ se fik& pseudoinverze matice A.

Véta 2.4. (Moore-Penrose) Necht A € R™* ™. Potom pseudoinverze matice At €
R™ ™ je jednoznacné definovana ¢tyrmi vlastnostmi:

(i) (A*A)T = A* A,
(ii) (AAT)T = AAT,
(iii) A*AAY = A*
(iv) AAYA = A

Dukaz viz napt. [1], Theorem 3.16, str. 75.
Pseudoinverzi AT matice A lze definovat pomoci singuldrniho rozkladu matice
A, viz [4], Theorem 5.5.1, str. 257.
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Kapitola 3

Nelinearni rovnice

3.1 Motivace

Uvazujme zobrazeni

f:D— R",
kde D C R” je oteviena podmnozina. V této kapitole budeme hledat takové z* € D,
pro které f(x*) = 0. Rikdme, Ze x* je kofen zobrazeni f. Jinymi slovy, 2* € D je
feSenim soustavy nelinearnich rovnic

fi(z”) T
flz™) = : =0€eR", 5 = :
fn(x¥) Ty

Poznamka 3.1. Ulohu 1.1 v kap. 1 lze formulovat jako hleddni kovene x* € R"
afinniho zobrazeni f(x) = Ax — b, kde A € R"*", b € R" jsou dand data.

Pro jednoduchost, necht n = 1. Zobrazeni f : R! — R! miZeme interpretovat
jako redlnou funkci y = f(z), viz napf. Obr. 3.1. Potom kofeny funkce f jsou
pruse¢iky zadané funkce y = f(x) s osou z, t.j. funkei y = 0.

Misto koifenti funkce f budeme hledat pevné body jisté redlné funkce g : R —
R!. Rikame, Ze x* je pevnym bodem zobrazeni g, jestlize

ga*) ="
Funkce g musi byt volena tak, aby x* byl kofenem funkce f praveé kdyz x* je pevnym
bodem zobrazeni g. UkdZeme si ti piiklady volby g. Necht y = f(x) je redlna funkce:

1) Definujme g(x) = = + f(x). Potom

*=2"+ f(2") <<= f(z")=0.



24 =3 2 1 0 1 2
Obrazek 3.1: Zobrazeni f : R! — R, t.j. funkce f(z) =y = sin(3z) — cos(2z) + .5.

Ctyti kofeny na intervalu [—4, 2].

2) Definujme g(z) = = + af(z) kde  # 0 je zvoleny parametr. Potom

r=z"+af(z*) <= af(z*)=0
—_——
= o) f) =0

Ilustrace této volby je na Obr. 3.2.
3) Definujme g(z) = = + (f'(z)) " f(z), f'(z)# 0. Potom

=2+ (f1(aN) " fl) = (f@) f@T) =0, f(x7)#0

Této volbé g se Tikd Newtonova metoda. Podrobné si ji rozebereme v odst. 3.3.

Pro¢ je vyhodné formulovat tilohu hleddni pevného bodu zobrazeni g : Rt — R!?
Existuje totiZ efektivni numerickd metoda feSeni: Pro zadané 2° definujme reku-
rentné posloupnost

" =g(2"), k=0,1,.... (3.1)

Za jistych predpokladua



Obrazek 3.2: Ctyfi pevné body funkce g : R! — R!, g(z) = z+a(sin(3x) — cos(2x) +
b), & = —1/4, na intervalu [—4, 2].

viz. odst. 3.2.

Zadané 2° chipeme jako pocateéni aproximaci, nebo prvni pfibliZeni, pevného
bodu z*. Generovanim posloupnosti (3.1) tuto aproximaci postupné zpiesiujeme.
Budeme analyzovat vztah 2, t.j. k-té aproximace pevného bodu, a pevného bodu
x*. Navrzené technice (3.1) fikdme iterace zobrazeni g : R! — R!. Na Obr. 3.3 je
geometrickd interpretace nékolika iteraci funkce g : R — R, g(z) = z+a(sin(3x) —
cos(2x)+.5), a = —1/4, viz Obr. 3.2, aplikovana v okoli pevného bodu z* = —2.3076.
Vizualizace iteraci pfipomina schody. Anglicky se ji proto rika staircase diagram.

V odst. 3.2 tuto techniku zobecnime: Budeme uvazovat iterace zobrazeni g :
R™ — R™.

3.2 Véta o pevném bodé

Problém 3.1. UvaZujme spojité zobrazeni g : G — R", kde G C R" je podm-
nozina. Hledame x* € G tak, aby

glx*) =z". (3.2)

Rikame, Ze 2* € G je pevaym bodem zobrazeni g.
Budeme potiebovat silnéjsi predpoklady, nez spojitost zobrazeni g:
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-15}

-2}

Obrazek 3.3: Iterace funkce g : R' — R', g(z) = = + a(sin(3z) — cos(2z) + .5),
a = —1/4, v okoli pevného bodu z* = —2.3076. Pocatecni aproximace: 2° = —1.
Postupné aproximace pevného bodu: ' = —1.1938, 22 = —1.6074, 2% = —2.2302,
rt = —2.3185, 2° = —2.3066, 25 = —2.3077, 27 = —2.3076; pozadovana piresnost: 5
platnych cifer.

Definice 3.1. Necht G C R™, g : G — R". Rikdme, %e g je Lipschitzovsky spojitd
na G, pokud 360 >0 :

lg(z) =gl < Olle =yl Va,yed.
Poznamka 3.2. || - || miZe byt libovolnd norma, napr. ||z|| = /> 7.

Definice 3.2. Necht G C R", g : G — R". Rikdme, Ze g je kontrahujici na G,
pokud 360, 0 <60 <1 :

lg(z) =gl < Olle =yl Va,yeC.

Konstanté 0 tikame faktor kontrakce.

Véta 3.1. Necht G C R", g : G — R"; necht g je kontrahujici na G s faktorem
kontrakce 0 < 1. Predpokladejme, Ze

a) g: G — G, t.j. g zobrazuje mnozinu G na G,
b) G =G, t.j. uzavienost mnoZiny G.

Potom
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(i) Existuje pravé jeden pevny bod x* € G.
(11) Pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° € G, prislusnd posloupnost iteract
{e" 55 ¢+ 2™ =g(@h)

konverguje k x* , t.j.

a — .

(#i) Plati nasledujici konvergenéni odhady:

o =M < ot — 2P|

oM =] < fl|lab 2],
Hk

|2% —2*|| < 1_9!!x1—rc°\|-

Dukaz Jednoznac¢nost dokdzeme sporem: Necht existuje jiny pevny bod 2" € G,
g(anew) = v x* £ 2. Z definice pevného bodu, a kontraktivnosti,

|27 = 2™ = [lg(2") = g(z")|| < Of]«" — =],

t.j. 1 < 6, coz je ve sporu s predpokladem 6 < 1.

Existenci * dokdZeme konstruktivné: Necht 2° € @. Definujme posloupnost
{xF} 120 iteraci a*t1 = g(z*). Z piedpokladu a) g : G — G plyne, ze {zF}/% C G.
k

V nékolika krocich ukézeme, ze x% — z*.

1. Z definice iterace, a z kontraktivnosti,
lg(2*) — g(«" )| = ||2"*" — 2*|| < g[]«* — 21|
Odhadneme rozdil dvou sousednich iteraci. Indukci,

MLk < et — oA

|| <
< ?||aht — 2h 2|,

OF| |t — 29|] .

IA

2. Odhadneme rozdil k-té a (k + m)-té iterace. Z trojuhelnikové nerovnosti, a z
odhadu sousednich iteraci,

k+m k|| < ||xk+m_xk+m71||+||wk+mfl_mk+m72||+.”+||wk+1_wk||,

||z —

< (9k+m71++0k)“xl_xOH

- g
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Geometrickou posloupnost se¢teme a odhadneme:

1—6m 1
gl 4. 41 = .
A e B R
Proto
||z — 2¥|| < . _QIII1 — 2] (3.3)

pro libovolné prirozené m.

3. Z odhadu (3.3) plyne, Ze posloupnost {z*}° je Cauchyovska t.j.
Ve >0 dN

k>N, k+m>N = |]zF -2 <e.

Z uzavienosti mnoziny G plyne, ze posloupnost iteraci konverguje k néjakému
limitnimu prvku z*° € G.

4. Ukézeme, Ze x*° je pevny bod zobrazeni g t.j. g(x*>) = x*°. Plati:
1% = g(2%)|| = [Ja*™ — 2" + g(a) — g(2™)|| <

< [la% = 2" + [lg(2*) — g(@)|| < [|2% — 2] + O] — 2.

Protoze ¥ — x°°, potom ||2*° — g(2*°)|| = 0. Z jednozna¢nosti pevného bodu

lyne, ze x> = x*.
plyne,

Posledni z konvergen¢nich odhadi ziskdme z (3.3) limitnim pfechodem. Prvni dva
jsou ziejmé. O

Véta 3.2 zarucuje existenci a jednoznacnost pevného bodu x*. V prikladu na
Obr. 3.2 existuje vice pevnych bodi. Pokud existuje néjaky pevny bod x*, potom
miiZzeme zaruit konvergenci iteraci {*}/°% pokud po¢ate¢ni aproximace z° je do-
state¢né blizko uvazovaného pevného bodu z*. (Samoziejmé nadale predpokladame,
ze g je kontrahujici.) V tom piipadé mluvime o lokdlni konvergenci iteraci. Podaii
se nam vypustit velmi omezujici predpoklad a) g : G — G predchozi Véty 3.1, t.j.
ze g zobrazuje mnozinu G na G:

Véta 3.2. (Lokalni konvergence)
Necht D C R™, D je oteviend.

Necht g: D — R"™, g je kontrahugjici na D, s faktorem kontrakce 6 < 1.
Necht z* € D : g(a*) = z*.

Potom existuje dostatecné malé € > 0 tak, Ze je-li z° € D, ||2° — z*|| < ¢,

pak posloupnost {x*}20 | aFtt = g(z¥), konverguje ¥ — z*.
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Dukaz Necht 2° € D. Definujme iterace {z*};25 | = g(a") . Pfedpoklédejme
7e 2% € D pro kazdé k, a ze z¥ — x*. Pro analjzu posloupnos‘m {2k} 129 1ze pouzit
kroky 1.-4. predchozi Véty 3.1: Posloupnost je Cauchyovska, a predpokladame ze
m4 limitu 2> = z*. Plati (3.3). Limitnim pfechodem z*+™
dostaneme odhad

— ¥ pro m — o0

It ol < ol =t < Pt a0
1—-4 1-6
nezévisle na k. Chybu prvni iterace ||z! — 2°|| odhadneme pomoci z° — z*:
lot — 2| = [la' — 2" + 2" = 2°|| < ||]a' — 2"|] +]]2" — 2| < (1 +0) []2° — 27| .
-
< 0|2 — 27|

Lze shrnout, zZe

146
I — 7l] < 6

Jestlize tedy 2° € D, |[2° — z*|| < e, potom ||z* — 2*|| < 26 3£ pro kazdy index
k. Protoze x* € D, D je oteviend, potom existuje dostatecné male e > 0 tak, aby
e 1+9 -okoli bodu z* patfilo do mnoziny D.

Ukazah jsme, ze existuji dvé okoli bodu x*: € -okoli a £ 6 1+9 -okoli. Jestlize 2° €

D, ||2° — x*|| < € , potom kazdy prvek x* posloupnosti {xk}k o, = g(ab)
patrl do €46 1+0 okoh bodu z*, a tedy do mnoziny D. Pro analyzu posloupnosti
{2k} 1ze pouzrc kroky 1.-4. predchom Véty 3.1 a tim ukéazat, ze 2% — z*

Plat1 analogické konvergenc¢ni odhady jako ve Vété 3.1. |

Uvedeme nékolik poznamek, které se tykaji konvergence itera¢niho procesu {z*}%,
okl = g(2%). Jde o komentéi ke konvergenénim odhadéim Véty 3.1 a Véty 3.2.

Poznamka 3.3. Rekurentnim pouZitim odhadu ||2**! —2*|| < 0||2* —2*|| odvodime,
ze
|2 — 2] < Ol|a"F =2 < L < 0P — 2]
Definujme €, = ||2* — 2*||. Nezdporné ¢islo € interpretujeme jako chybu k—té
aproximace (k—té iterace). Plati:
er < O . (3.4)
Cim mensi je faktor kontrakce 6 < 1, tim vétsi je pokles chyby iteracniho procesu.

Poznamka 3.4. Je tieba si uvédomit, Ze (3.4) predstavuje horni odhad chyby. Ji-
nymzi slovy, iteracni proces mize konvergovat rychleji. Jsou ale iteracni procesy, kde
asymptoticky plati

er ~ 0% (3.5)
pro dostatecné velkée indexy k. V tom pripadée
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Obrazek 3.4: Iterace funkce g : R' — R', g(z) = z + a(sin(3z) — cos(2z) + .5),
a = —1/4, v okoli pevného bodu z* = —2.30763404376158, s pocateéni aproximaci
2% = —1. Analyza chyby ¢, = |[|2* — 2*|| v z4vislosti na pofadovém ¢isle k dané
iterace.

e chyba ¢} klesda umérné poctu iteraci k,
e pocet platnych cifer vysledku roste linedrné s k .
Rikdme, Ze iteracni proces (3.5) konverguje linedrné, jestlize

lim L — g, (3.6)
k—+oco &

Mluvime o linedarni konvergenci.

Na Obr. 3.4 jsou analyzovany chyby ¢, = ||2* — 2*|| iteraci funkce g : R — R,
g(x) = = + a(sin(3z) — cos(2x) + .5), @« = —1/4, v okoli pevného bodu z* =
—2.30763404376158, s pocatecni aproximaci 2° = —1. Vychézi, Ze

6 = 0.10007561154043 .

Jedné iteraci odpovida zisk jedné platné cifry pevného bodu.

3.3 Newtonova metoda a jeji modifikace

Probereme postupné tfi iteracni metody. Kazdou z nich uvedeme nejprve v jednodi-
menzidlni verzi jako metodu hledani kofene z* € R! funkce f € R! — R, y = f(x).
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Obrazek 3.5: Newtonova metoda aplikovana na hledani kofeni funkce y = f(z) =
22 — 2. Prvni tii aproximace kofene z* = V2.

Ideu zobecnime pro feseni soustavy nelinedrnich rovnic:

Problém 3.2. Je ddno
f:D—R", (3.7)

kde D C R"™ je otevrend podmnozina. Hledame x* € D tak, aby
f(z")=0. (3.8)

3.3.1 Newtonova metoda

Newtonova metoda: n=1.

Definujme funkci ¢ : R! — R!, g(z) = « — (f'(z))”" f(z). Pro zadané z° kon-
struujeme posloupnost iteraci {z*};%
@M
frak)”
Zadané 2° je pocateéni aproximace koiene z*. Pfedpokladdme, Ze iterace existuj,

t.j. f'(a*) # 0 pro kazdé k.

flah) =" (3.9)
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Geometrickou interpretaci objasiiuje Obr. 3.5: V bodé z* definujme teénu
y = f(z") + f'(a") (@ — 2¥)

funkce y = f(z). Priise¢ik této tecny s osou z, t.j. s pfimkou y = 0, definuje z*

Necht z* € R! je kofen funkce f. Budeme ovéfovat lokdlni konvergenci iteraci
(3.9) podle Véty 3.2. Kli¢ové je ovéfit, ze funkce z — g(z) =z + (f'(2))" f(z) je
v okoli kofene x* kontrahujici.

+1

Poznamka 3.5. Formdlni vypocet ddva

@ @@ e
gle)=1 ()2 e |

Necht f'(z*) # 0. Jestlize f(x*) = 0, potom

B f”(fk)
frae)
Poznamka 3.6. Necht f'(z*) # 0. Necht g’ je spojita v x*. Podle definice spojitosti,

gx*) =27, 4@ =0, ¢"@") (3.10)

pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze plati:

jestlize || —z*|| <8, potom ||g' (&) —d(z*)]] <e.
e~

=0
Tvrzeni 3.1. Necht f'(z*) # 0. Necht ¢’ je spojitd v x*. Potom pro kazdé ¢ > 0
ezistuje 0 > 0 tak, Ze plati: Jestlize ||x — x*|| < d a ||y — x*|| < §, potom
lg(z) — gl < ellz =yl

Dukaz Zvolme ¢ > 0. Potom existuje § > 0 z Poznamky 3.6. Uvazujme libovolnou
dvojici x, y spliujici || — x*|| < 9, ||y — x*|] <.

Necht z < y. Potom podle Véty o stfedni hodnoté existuje £ tak, ze

r<&<y, g(r)—gly) =g —y).

Ziejmé ||£ — z*|| < 6. Proto podle Poznamky 3.6 je ||¢'(€)|| < e. Tedy

llg(x) =gl < 19" - |z — yll <ellz =yl

Ptipad = > y se analyzuje analogicky. O

Tvrzeni 3.1 pouzijeme k verifikaci pfedpoklad Véty 3.2 o lokalni konvergenci:
Je t¥eba ovéfit, ze funkee g(z) = x4 (f'(z))”" f(z) je kontrahujici v n&jakém d-okoli
bodu z*, s faktorem kontrakce 6 < 1. Tvrzeni 3.1 ale ukazuje, ze timto faktorem
kontrakce je pravé e. Pro libovolné € < 1 existuje d-okoli bodu x* tak, funkce g je
na tomto okoli kontrahujici, a tedy iteracni proces je lokalné konvergentni.
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Poznamka 3.7. Newtonova metoda konverguje rychleji neZ pouze linedarné: Iterace
Newtonovy metody jsou charakterizovdny tim, Ze faktor kontrakce € si lze predepsat
jako libovolné maly na odpovidajicim §-okoli bodu x*. Rikdme, Ze prislusny iteracni
proces konverguje superlinedrné, jestlize

lim L — . (3.11)

k—+o0o £k
kde ), = ||2* — 2*|| je chyba k—té iterace.
Nicméné Newtonova metoda konverguje jesté rychleji nez superlinearné.

Poznamka 3.8. Necht f'(x*) # 0. Necht g" je spojitd v x*. Podle definice spojitosti,
pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze plati:

jestlize || — || <0, potom ||g"(§) —g"(a")[| <e.

Tvrzeni 3.2. Necht f'(x*) # 0. Necht g" je spojita v bodé x*. Potom pro kaZdé
e > 0 ezistuje 6 > 0 tak, Ze plati: Jestlize ||x — x*|| < 6, pak

lg(x) = 9@ < C [lz — 2"||*,

kde
[ (@)

C= o)

e+ lg" @D, ¢"(=") =

N —

Dukaz Necht z < x*.
Uvazujme Tayloruv rozvoj funkce g = g(z) se stfedem v bodé z*: Existuje & :
r < &< z*tak, ze

1

g(x) = g(@") + ¢'(a")(z — 2") + 59" () (x — 27) .

Ptipomerime (3.10). Potom

1 1
lg(@) ="l < 5llg" @Il lle =2"|" < 5 (Hg”(é) - g"(fv*)|1+|!9”(x*)H) Nl — 277

v

Z Poznamky 3.8 plyne, ze pro kazdé € > 0 existuje o > 0 tak, ze

o< L . .
lg(@) =2l < 5 (e + [lg" @) [l — [

jestlize ||x — x*|| < J. Ptipad x > z* lze analyzovat analogicky.

OJ
Uvazujeme iteraéni proces {z"}}> definovany Newtonovou metodou (3.9). Po-
kud pocatecni aproximace x° je dostatecné blizko kofene z* rovnice f(z*) = 0,
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k

otom z® — z*. Proto fikdme, Ze Newtonova metoda konverguje lokalné. Ozna-
)

¢me ¢, = ||z — 2*|| chybu k—té aproximace feseni 2*. Na zdkladé Tvrzeni 3.2 lze
odhadnout, ze
cpy1 < Cer, (3.12)

kde C' ~ [[g"(z")]].
Jestlize itera¢ni proces je charakterizovan odhadem (3.12), potom fikdme, Ze
proces konverguje kvadraticky. Uvedme schematicky piiklad:

Priklad 3.1. Necht C = 1. Predpokladejme, Ze ¢ < 0.1. Potom
e1 < (20)? <1072, e < (1)’ <107, g3 < () <107°%, g4 < (e3)° <10771°.

To znamend, Ze

€0 S 0.%%...

€1 S 0.0 % %...

eo < 0.000 % %. ..

ez < 0.0000000 * *. ..
(* ... platné cifry vysledku).

Metodu (3.9) zobecnime. Resime Problém 3.2.

Algoritmus 3.1. (Newtonova metoda) Necht f € C'(D,R"). Pro zadané z° € D
konstruujeme posloupnost iteraci {x*}}20

" = g(2F) = 2 — (f’(:ck)) f(z®). (3.13)

Zadané 2° je poCateéni aproximace né&jakého kofene x* € D soustavy (3.8).
Piedpokladame, 7Ze iterace existuji, t.j. f'(z¥) # 0 a ze 2* € D pro kazdé k.
Pfipomernime, ze f = f(x) je vektorova funkce (3.7),

fi(z) 1
flz) = : eR", r=1| 1 | eR",
a

dfi(z) dfi(z)

oxy = 0x,,
fx) = : € RM™.

O fu() Afu(z)

ox; = Oxy,

Matici f/(x) € R"*" se fika Jacobiho matice.
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Ptredpokladame, ze kofen z* je regularni, t.j.
¥ f(x*) =0, det f'(x*) #£0. (3.14)
Tento kofen pocitame jako pevny bod x* iteraci (3.13), t.j.
o g(rt) =a". (3.15)

Algoritmus 3.1 je schopen generovat pouze konecny pocet iterac¢nich kroki. Proto
je treba definovat néjaké konvergencni kriterium. Napf., mizeme pozadovat, aby

I1f (™) < toly & |[|lz* — 2" 71| < toly, (3.16)

kde tol; a toly, jsou predepsané tolerance. Za numerické feseni ¥ povazujeme prvni
clen posloupnosti {2/} 15, ktery sphiuje kriterium (3.16).

Pfi implementaci algoritmu se nepo¢ité inverze matice (f’ (:16"“))71 v prislusnim
kroku (3.13) t.j. v kroku 2* — 2%l Misto toho se z*'! poc¢itd z Feseni jisté
soustavy linearnich rovnic:

(i) Hleddme dz € R™ jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic
A-dr=0b,
kde
A= fi(a") e R b= —f(z") e R".
(i) 2" = 2% + oz .
Vektor dz oznac¢uje mnemotechnicky piirtistek. Nova aproximace feeni z5*! je de-
finovana jako stara aproximace z* plus pfirtistek dx. Pro feseni soustavy linearnich

rovnic lze pouzit napt. Gaussovu eliminaci se sloupcovou pivotaci, t.j. Algoritmus 1.2
Zformulujeme konvergenéni vétu:

Véta 3.3. Necht f € CY(D,R™). Predpoklddejme, Ze existuje koven x* € D. Ne-
cht existuje inverze (f'(z*))~". Polozme C' = || (f'(z*))™"||. Necht existuji kladné
konstanty R a L takové, Ze

(@) = Il < Llle =yl Vo,y € B@", R),

kde B(z*,R) = {x € R" : ||z — z*|| < R} je okoli bodu x*. Potom existuje r > 0
tak, Ze pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° € B(x*,r) posloupnost iteraci {z*},°5
(3.13) je dobre definovand a konverguje k x*. Plati:

la**h — 2] < CL|l2" — 27|

Dukaz viz napt. [1], Theorem 7.1, str. 283.
Lze tedy shrnout, ze Newtonova metoda konverguje lokalné a kvadraticky.
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3.3.2 Modifikace Newtonovy metody

Uvedeme dvé metody.
a) Newtonova se¢nd metoda, The Newton-chord (angl. setna) method : n=1.

Pro zadané z° definujme funkci g : R* — R, g(z) = 2 — (f'(z°))"" f(x). Pfed-
pokladame, ze f'(z°) # 0. Konstruujeme posloupnost iteraci {z*}}>0

@Y
F@)

= g(ah) = aF = (£(°) 7 fh) = (3.17)

Zadané 2 je poc¢atecni aproximace kofene z*.

Metodu (3.17) zobecnime. Resime Problém 3.2.

Algoritmus 3.2. (Newtonova seénd metoda) Necht f € C'(D,R"). Pro zadané
2% € D, det(f'(z°)) # 0, konstruujeme posloupnost iteraci {x*}>

= g(ab) = o — (F/(2°) 7 fab). (3.18)
Poznamenejme, 7e z**! se pocita z feseni soustavy linedrnich rovnic:
(i) Hledame dz € R™ jako FeSeni soustavy linearnich rovnic
A-dxr=0b,

kde
A=fl(z°) e R, b= —f(aF) e R".

(i) =" = 2F + o .

Vihodou metody je, Ze nemusime v kazdém pocitat Jakobiho matici f’(z¥). Lze
ukazat, ze Newtonova secna metoda lokalné konveguje. Nicméné, konverguje pouze
linedrné, viz (3.6). Pokud faktor kontrakce 6 < 1 je blizko jednicce, potom zisk jedné
platné cifry vysledku muze predstavovat desitky iteraci.

b) Metoda secen, The secant method : n=1.

Metoda predstavuje dvojclennou rekurenci: Pro zadané x
posloupnost iteraci {z*}/>° |,

O a 27! generujeme

oM =k — AT (2R, (3.19)
e fla®) — J(a*)
Ap = xwk — xki . (3.20)
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Geometrickd interpretace: Nechf y = f(z) je graf funkce. K dané dvojici z*, 2*~!

definujme se¢nu

SR I

_ k
y—f(l’)+ ZL’k—ZL'k_l

ktera prochézi body [x*, f(2*)] a [2*71, f(x*1)]. Prisecik této secny s osou y = 0

definuje z*+1:
f<xk) B f(xk_l) (xk;—&-l o Ik) ]

Tato definice "1 je ekvivalentni (3.19)&(3.20).

Include: geometricka interpretace

Cilem je zobecnéni algoritmu (3.19)&(3.20) pro dimenzi n > 1. V zobecnéném
algoritmu musi vystupovat nové stavové proménné z* € R", A, € R™". Vektorova
analogie (3.19) je zfejma, viz (3.23). Analogii skaldrni podminky (3.20) lze zformu-
lovat takto: Hledame A; € R™*" tak, aby

Apsp =y, sp=12"—2""1 y = f(wk) - f(xkfl) . (3.21)

Matice A, neni, na rozdil od skaldrniho piipadu, jednozna¢né uréena daty ¥ —2*~! a

f(a®) — f(2*1). Pocet neznamych prvkd matice je n?, ale rovnice (3.21) predstavuji
jen n podminek.
Matici Ay hledejme ve tvaru

Ap = Ap1 + 0A,

kde matice A;_1; € R™™ je urCena v predchozim iteracnim kroku, a 4 € R™*"
je néjaka aktualizace, angl. update. Kazda aktualizace 6 A musi byt konsistentni s
(3.21) t.j.,

Aksk = Ak_lSk + (5A5k =Yk -

Tzv. Broydenova aktualizace je definovana takto:

— A
SA = M sg. (3.22)
Si. Sk

Je konsistentni. Pfitom rankdA = 1. V jistém smyslu je to nejmensi mozné aktu-
alizace matice Ay_1, viz Poznamka 3.11. Krok (3.24) je definovan jako Broydenova
aktualizace.

Algoritmus 3.3. (Broydenova metoda) Necht f € C'(D,R"). Pro zadané ' €
D, 2 € D a A_; € R™™ definujeme posloupnost iteraci {x*}>°

oM =k — AT (2R, (3.23)
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kde
Yk — Ag_15k T

A = A,_ 3.24
k k-1 T STsy ko ( )

pricemz
sp=a — 2"ty = fa®) = f@). (3.25)

Poznamka 3.9. K inicializaci algoritmu lze napt. pouZit jeden krok Newtonovy
metody:
e teD, As=f(z"), 2%=z""=(A) (=)

Poznamka 3.10. Realizace itera¢niho kroku z*=! 2% A, — 2% 2F1 A,
1. Polozime s, = 2% — 2*71, yp = f(2%) — f(2*7 ).
2. Definujeme Ay = Ax_1 + y’“:%—’;;ls'“ st
3. Hleddme 5z € R™ tak, aby Ay - 0z = — f(zF).
4. Definujeme 2"+t = aF + dz.

Poznamka 3.11. Plati:

Ay = argAmin {I|A = As_allr @ Ask = ui},

eRan

n 1/2
A—A,,=B, ||B|lr= (Z(Bijf) .

,j=1
Normé || B||r se fika Frobeniova norma matice B.

Lze dokézat lokélni, superlinearni konvergenci t.j. pro chybu plati (3.11). Vice
informaci 1ze najit napt. v [3], odst. 7.1.4, str. 288.
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Kapitola 4

Minimalizace funkce vice
promeénnych

Necht f: R — R! je redlnd funkce proménné x € R", se slozkami z = (x1, ..., z,).
Predpokladejme, ze f je spojitda s definicnim oborem D C R", kde D je oteviena
mnozina. Oznaceni: f € C(D).

Problém 4.1. Hleddime x* € D, ve kterém funkce f nabyvd lokdlni minimum t.j.,
existuje otevrend podmnozina 2 C D tak, Ze

2" = arg min f(z)

Definice 4.1. Nechf ¢ € R!. Potom mnoZiné
L.={zeD : f(z)=c}
Titkdame vrstevnice funkce f.

Jestlize y € D, potom y € Ly,).

Problém je ilustrovan na Obrazku 4.1. Budeme mluvit o numerickjch metodach
lokalizace bodti lokalniho minima. Na Obrazku 4.2 jsou nékteré z vrstevnic, které
odpovidaji grafu funkce z Obrazku 4.1. Numerickd metoda detekovala dvé pozice
lokalni minima.
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Obrazek 4.1: Ptiklad funkce realné funkce dvou proménnych f : R? — R!. Graf
funkce y = f(x1, x2).

IN

T

w

N

|

0
Xl

J

Obrézek 4.2: Vrstevnice funkce f : R? — R! z Obrazku 4.1. Hvézdicka oznacuje
pozici lokalniho minima.
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Obréazek 4.3: Nelder-Meadiiv algoritmus v R?. Historie konvergence (50 kroki algo-
ritmu). Hvézdicka * na detailu vpravo oznacuje pozici lokédlntho minima.

4.1 Nelder-Meaduv algoritmus

Predstavime metodu, ktera se jmenuje Nelder-Meadiv algoritmus nebo také emoeba
= ménavka. Metoda generuje posloupnost simplexi v R". Ptikladem simplexu v
R? je (nedegenerovany) trojihelnik, piikladem simplexu v R? je (nedegenerovany)
¢tytstén, viz Obrazek 4.4.

Metodu budeme ilustrovat na piikladu. Budeme aproximovat jedno ze dvou lo-
kalnich minim funkce f = f(z), viz Obrazek 4.2. Na Obrazku 4.3 je poslupnost
simplexti v R2. Posloupnost je definovana rekurzivné. Zac¢ina simplexem oznadenym
Start. V tézisti simplexu Start je prvni aproximace lokalniho minima. Necht S
je k-ty simplex posloupnosti. Potom simplex Sj.; je definovan jako prave jedna z
transformaci

Reflect, Expand, Contract_.out, Contract_.in, Shrink (4.1)

simplexu Sy. Cilem kazdé z péti transformaci je dosdhnout lokalniho poklesu funkce
f = f(x). Vybirdme pravé takovou, kterd ma nejvétsi Sanci na tspéch.
V dalsim vykladu probereme

e definici simplexu v R”,
e definici transformaci (4.1),

e Algoritmus 4.1 pfechodu Sy, — Ski1-

Definice 4.2. UvaZujme n + 1 bodi v prostoru R", t.j.

rneR", zo€eR", ... 2, €R" 2z, € R".
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Obrazek 4.4: Piiklad simplexu S v R3. Vrcholy x; € R3, 25 € R?, 23 € R3, x4 € R3.
Predpoklad: f(z1) > f(z2) > f(x3) > f(z4). Mnemotechnické oznaceni vrcholi:
r1 = xp ... "high”, x9 = x, ... "next-to-high”, x4 = z; ... "low”. x,,, = %2#1 x;
... geometricky stfed (centroid, "mean”) stény, ktera je protilehla vrcholu xy.

Necht jsou afinné nezdvislé, t.j. linearni obal vektori
LAxg—x1, ..., Tp—a1, Ty — 21} =R"
md dimenzi n. Definujme mnoZinu
S =co{z,x9, ..., Tn, Tpi1} (4.2)
jako konvexzni obal vektorii x1, s, ..., T, Tny1. Rikdme, e
1. S je simpler v R™,
2. x;,€8,1=1,...,n+1, je vrchol simplexu S.
Pripomenme, ze
n+1 n+1
co{xy, T, ..., Ty, Tps1} = {Z%Ii o €RY, 0 >0, Zai = 1} )
i=1 i=1

Kazdd podmnoZina vrchola {y1,...,y-+1} C {21, ..., 241} definuje sténu simplexu
jakozto co{yi, ..., z,41}; r definuje dimenzi stény. Ke kazdému vrcholu lze pfiradit
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"protilehlou” sténu dimenze n — 1. Napf. protilehld sténa k vrcholu z; je sténa
CO {1’2, ey ZL’nJrl}.

Vrcholy simplexu S 1ze libovolné oc¢islovat. Bez jjmy na obecnosti lze pozadovat,
aby vrcholy z; € R", 2o € R", ... | x, € R", x,,,1 € R" splnovaly

f(x1) > f(22) > > fzn) > f(Tnta) -

Pro popis algoritmu budou podstatné vrcholy x1, x5 a x,1. Zavedeme jejich mne-
motechnické oznaceni:

T =xp, X=Xy, Tpil =T,
t.j. "high”, "next-to-high”, "low”. Uvazujme sténu co{zs,..., 2,41}, kterd je proti-
lehla k vrcholu zj,. Definujme
1
Ty = — ;
m= 2
J7#1

geometricky stied (centroid, "mean”) této stény, viz Obrazek 4.4.

Necht S je simplex v R™. Budeme definovat pét transformaci simplexu S. Jed-
notlivé transformace jsou chapany jako ptikazy:

Reflect ... vytvor zrcadlovy obraz
Expand ... expanduj, roztahni se
Contract_out, Contract_in ... stahni se ven/dovnitf
Shrink ... zcvrkni se
Kazda z uvedenych transformaci bude definovat novy simplex S™% v R"™.

e Reflect, Expand, Contract_out, Contract_in
Simplexy S a S™" budou mit praveé jedinou spolecnou sténu, ktera je protilehla
vrcholu x; simplexu S. Simplex S™" bude tak urcen pozici jediného vrcholu
"% € R™. Definujme pifimku

a€R — z,, + oz, —x) € R".

Vrcholy 2"V € R™ budou lezet na této primce. Konkrétni transformace budou
definovany vybérem parametru o:

new

Reflect : a=1, "V =z, =z + (T — xp) viz Obr. 4.5
Expand : a=2, v =z, =z + 2(x,, —xp), viz Obr. 4.5
Contract out: a = % , Y =z, = T + %(wm —xp,), viz Obr. 4.6
Contract_in: o= —% , "V =z, =z, — %(xm —xp), viz Obr. 4.6
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e Shrink
S a S™V jsou stejnolehlé s vrcholem x; a koeficientem % t.j. x € S prave kdyz
"V =x + %(x — 1) € S™V. Dopliime tedy tabulku transformaci o polozku

Shrink : homotetie Snew = gy + L(S — ay), viz Obr. 4.7

2
|
V r
X X

Obréazek 4.5: a) Reflect. Simplexu S je pfifazen novy simplex S, ktery mé stejnou
sténu a novy vrchol ., ktery je reflexi x,. b) Expand. Simplexu S je pfifazen
novy simplex S, ktery mé stejnou sténu a novy vrchol z.. Parametr konstrukce:

|ze = mll/l[2m = 2nl] = 2.

Nyni mtzeme formulovat

Algoritmus 4.1. (Nelder-Mead, amoeba = ménavka )
Ddno: Simplex S s vrcholy uspordadanymi vrcholy. Necht xy,, xs, x;. PoloZme f;, ==

f(an), fs = f(xs), fi:= f(z:). Potom
compute z,, f, = f(x,)
if [ < f. < f. then Reflect
else if f, < fy, compute z., . = f(z.)

if fo < f. then Expand
else Reflect

else if fr > f

if fr < fn, compute oo, fo:= f(Zeo)
if fo < f, then Contract_out

2f fr > fh; compute T, fc = f(foL)
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Obréazek 4.6: ¢) Contract_out. Simplexu S je pfifazen novy simplex S,,, ktery ma

stejnou sténu a novy vrchol z.,. Parametr konstrukce: ||.o — m||/||Tm — 21| = 1/2.
d) Contract_in. Simplexu S je pfifazen novy simplex S, ktery ma stejnou sténu
a novy vrchol x;. Parametr konstrukce: ||z. — || /||2m — z4]| = 1/2.

if fo < fn then Contract_in

else Shrink

Jeden krok této itera¢ni metody se opird o vyhodnoceni nejvyse Sesti funkénich
hodnot v Sesti konkrétnich bodech. Na zakladé této informace, algoritmus hleda
néjakou tendenci smérového poklesu funkce f = f(x). Formuluje hypotézu o pozici
lokalniho minima. Na zakladé této hypotézy definuje novy simplex. Algoritmus je
heuristicky. Nepotiebuje pocitat gradient. Teoreticky predpoklada pouhou spojitost
funkce f = f(x). Za jistych predpokladt lze dokazat lokdlni konvergenci.

Poznamka 4.1. (terminologickd) Autori algoritmu jej pivodné prezentovali jako
simplexovou metodu pro hleddani minima redlné funkce vice proménnych (”bez ome-
zeni”), viz

Nelder, J.A. and Mead, R. (1965), “A simplex method for function minimization”,
Comput. J., 7, pp. 308-313.

Nicmeéné, pod heslem Simplexova metoda se v literature uvddi metoda linearniho
programovani t.j. metoda mazimalizace/minimalizace linedrni icelové funkce vzhle-
dem k linedrnim omezenim.
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Obréazek 4.7: e) Shrink. Simplexu S je pfifazen novy simplex Sy, ktery je stejnolehly
se stfedem stejnolehlosti v bodé x; a koeficientem stejnolehlosti 1/2.

4.2 Metody sestupu

Necht f : R® — R! je redlna funkce s defini¢nim oborem D C R", D je oteviena
mnozina. Predpokladejme, ze f je jednou spojité diferencovatelnd na D. Oznaceni:
f € CY(D). Necht z* € D je lokalni minimum funkce f. Resime Problém 4.1.

Necht x € D je aproximaci z*. K zadanému vektoru d € R" definujme realnou
funkci ¢ : R! — R!,

g=g(a), gla)=flx+ad), a=0. (4.3)
Defini¢ni obor funkce ¢ je polopfimka
r+adeR", a>0.

Vektoru d € R" fikdme smér sestupu. Smér sestupu neni libovolny. Pozadujeme, aby

lim ¢'(a) <0 (4.4)
a—04

t.j. funkce g = g(a) musi lokalné klesat v okoli poc¢atku ov = 0. Kazda volba parame-
tru a > 0, pro kterou g(«a) < ¢(0), bude potom znamenat, ze " = z + ad je lepsi
aproximaci minima nez ptvodni z. Nejvétsiho poklesu dosdhneme v bodé lokalniho
minima funkce g: Hleddme oy, > 0 tak, aby g(amin) < ¢(0) a aby funkce g = g(«)
nabyvala v bodé ay,;, lokalnitho minima t.j.

Omin > 0, glamin) < g(0),  Qmn = arg migg(a), (4.5)
ac
kde A je otevieny interval, ay,;, € A. Potom definujeme

xz =x+ amindy (46)
viz Obrazek 4.8&4.9.
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Obrézek 4.8: Necht f : R? — R!. Ddno z € R?, t.j. aproximace lokalniho minima
r*, d € R?, t.j. smér sestupu. Definujme restrikci funkce f na polopfimku oo > 0 —
x4+ ad € R™. Potom 2™V = x + ayd, viz Obrazek 4.9, je nova aproximace z*.

Poznamka 4.2. Pocitejme ¢'(a) funkce (4.3). Aplikaci pravidla o derivovani sloZené
funkce dostaneme, Ze

g'(a) = %(f(a: + ad)) = Z gi; (z + ad)d; .

Potom podminku (4.4) na smér sestupu lze ekvivalentné formulovat jako

g(0) =3 gi (x)d; < 0. (4.7)

Definice 4.3. (Piipustny smér sestupu) UvaZujme f € C(D), kde D C R" je ote-
viend. Necht x € D. Necht d € R" je smér sestupu. Rikdme, Ze d je pripustny smér
sestupu v bodé x, jestlize je splnéna podminka (4.7).

Idea (4.6) vede k formulaci itera¢niho algoritmu:

Algoritmus 4.2. (Metoda sestupu) Ddno: ¥ € R”, d® € R™. Necht d©) je
pripustny smér sestupu v bodé x0). Definujeme posloupnosti {x(k)};io a {d(k)};io
o aprozimact ' € R™ lokdlniho minima a

o piipustnijch sméri sestupu d®) € R*
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Obréazek 4.9: Graf funkce y = g(«), kde g(«) = f(x + ad). Hleddme pozici lokélniho

minima oy, € R! funkce y = g(a), a > 0.

rekurenct
g* ) = 2™ 4y d® | (4.8)

kde ay. je pozice lokdalniho minima,

ar >0, f@® 4+ od®) < f(z®),  ap = arg mm F@® + ad®), (4.9)

A je otevieny interval, oy, € A. Smér d*HY spliiuje podminku pripustného sestupu

AR AP | 4.1
Z ax, <0 (4.10)

MNustrativni priklad fungovani algoritmu je na Obrazku 4.10. Ve formulaci algo-
ritmu ztstavaji nezodpovézené dvé otazky:

1. Jak realizovat krok (4.9) t.j., jak najit lokalni minimum reélné funkce jedné
proménné.

2. Jak formulovat strategii pro vybér sméru sestupu, viz (4.10).

Na tyto otazky odpovime v odstavcich 4.2.1 a 4.2.2.
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Obrézek 4.10: Necht f : R? — R!. Tlustrace fungovani Algoritmu 4.2.

4.2.1 ”Line-search”: Minimalizace funkce jedné proménné

Uvedeme nékolik algoritmi, které lze pouzit pro numerickou realizaci kroku (4.3)&(4.4).
Tomuto kroku se fika ” Line-search”: Hledame lokalni minimum realné funkce g(«) =
f(z+ ad) proménné « na intervalu o > 0. Z praktickych dtivodi hleddme minimum
na konecném intervalu. Soustifedime se na algoritmy, které nevycisluji derivace.

Oznadeni: Objektem naseho zajmu bude realn4 funkce f proménné x € R! na in-
tervalu [a, b].

Problém 4.2. Uvazujme redlnou funkci f : R' — R, kterd je spojitd na intervalu
la,b], a < b. Hleddme pozici x* lokdlniho minima na intervalu (a,b) t.j., existuje
interval (c,d) C (a,b) tak, Ze

" = arg (gr;%gmf(x) :

Lokalnich minim mize byt vic, viz ilustra¢ni Obrazek 4.11. Problém najit vSechna

spokojime zpravidla s néjakym Fesenim.
Definice 4.4. UvaZujme funkci f € C[a,b]. Necht existuje x € R' tak, Ze
a<z<b, fa)>f@), f0)> @) (4.11)

Podmince (4.11) Fikame uzdvorkovdni minima na intervalu [a,b]. Rikdme, Ze mini-
mum na intervalu [a,b] je uzdvorkovdano v bodé x.
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f(a) f(b)

Obréazek 4.11: Uvazujme redlnou funkci f : R! — R! na intervalu [a, b]. Cilem je
najit jedno z lokalnich minim funkce f.

Z ptredpokladu uzavorkovani minima na intervalu [a, b] plyne existence lokalniho
minima a < x* < b. Odvodime algoritmus, ktery lokalizuje jednu z pozic x*. Tento
algoritmus generuje posloupnost zmensujicich se intervalti. Na kazdém z téchto in-
tervalt je uzdvorkovano minimum.

Ukéazeme ideu algoritmu symetrické lokalizace:

Algoritmus 4.3. (Symetrickd lokalizace) Necht minimum na intervalu [a,b] je
uzdvorkovano v bodé x t.j. predpoklddejme (4.11). Polozme

Tr—a

Y= . 4.12
— (4.12)

Predpoklddejme, Ze ¥ # 1/2. Definugme y € R! tak, Ze
—a+b—z. (4.13)

Na zdkladé bodi a, b, x a y definujeme nové uzavorkovani minima na intervalu
[a™¥, b"Y] v bodé ™V € RY, @™V < 2"V < bV, takto:

1. Jestlize v < 1/2 a f(y) < f(x), potom
aneW — :U7 a,/,neW — y’ bneW — b7
viz Obrazek 4.12, vlevo

2. Jestlize 9 < 1/2 a f(y) > f(x), potom

new new bnew

=Y,
viz Obrazek 4.12, vpravo
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f(a)

f(x)

f(o)

f(a)
f(x)

f(y)

f(b)

Obrézek 4.12: Symetrické prohledévéni: y = a +b —x, ¥ = =2, ¥ < 1/2.

f(2)

f(y)

f(x)

f()

f(y)
f(a)

f(x)

(b)

Obrézek 4.13: Symetrické prohledévéni: y =a +b —x, ¥ = =2, 9 > 1/2.

3. Jestlize v > 1/2 a f(y) < f(x), potom

viz Obrazek 4.13, vlevo

new bHeW

xz :y7 :x7

4. Jestlize v > 1/2 a f(y) > f(x), potom

Je ziejmé, ze

viz Obrazek 4.13, vpravo.

eV — T, prew — b,

(bnew . anew) — min (197 1 — 19) (b - a) 9
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Obréazek 4.14: Necht ¥ = 1/4, t.j. (x—a)/(b—a) = 1/4. Potom algoritmus zkolabuje
ve dvou krocich.

Algoritmus definuje nové uzavorkovani minima na mensim intervalu. Nabizi se ite-
racni pouziti algoritmu tim, zZe definujeme aktualizaci intervalu

a:=a*", x:=x2"V, b:=0b"".

Vsimnéme si, ze algoritmus neni definovan v pfipadé, ze f(x) = f(y). Prede-
v8im, situace kdy v konefné aritmetice zaznamename, ze f(x) = f(y), je krajné
nepravdépodobna. S vyjimkou situace, ktera je popsana v Poznamce 4.3. Nicméné,
do algoritmu muzeme pfipad f(z) = f(y) zakomponovat, a ”oSetfit” jej vhodnou
heuristikou. Konec¢né, neptijemné situaci se lze vyhnout vhodnym matematickym
predpokladem. Naptiklad tim, ze budeme pozadovat, aby uvazovana funkce f byla
unimodalni:

Definice 4.5. Necht f € C'[a,b]. Necht ezistuje a < x* < b tak, Ze f je klesajici na

intervalu [a,x*) a f je rostouct na intervalu (x*,b], potom tikdme, Ze funkce f je
unimoddlni na intervalu [a, b].

Bod x* je samoziejmé jedinym bodem lokélniho minima.

Poznamka 4.3. Uvedeme priklad, kdy Algoritmus 4.3 nebude fungovat. Aplikujme
algoritmus v situaci kdy ¥ = 1/4 tj. (x —a)/(b —a) = 1/4. Na Obrazku 4.1}
jsou schématicky znazornény dve mozné iterace algoritmu. V druhé iteraci dojde k
porusent predpokladu ¥ # 1/2.

Proto jako parametr ¥ volime néjaké iracionalni ¢islo z intervalu 0 < ¢ < 1. Béhem
iteraci se samoziejné hodnota ¥ méni. Zistava ale iraciondlni. Jaka je optimalni

volba 97
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Necht 9% je hodnota parametru v druhém kroku algoritmu. Napt., jestlize
v <1/2a f(y) < f(z), viz Obrazek 4.12 vlevo, potom

y—xr 1—20
ﬁneW: — .
b—x 1—-9

(4.15)

Za optimalni povazujeme, aby ¢ = 9*V. Z (4.15) odvodime pfislusnou podminku
v =(1-29)/(1 — ). Optimélni hodnota parametru ¥ je tedy dana feSenim kvad-
ratické rovnice 92 — 39 + 1 s kofeny ¥ = (34+/5)/2. Na intervalu 0 < ¥ < 1 existuje
jediny koren

35

2

U

(4.16)

Poznamka 4.4. (Metoda zlatého fezu) Algoritmu 4.3 symetrické lokalizace se

3_\/5, rikdme metoda zlatého rezu. Alternativné lze volit ¥ =

2
1-— —3’2‘/5. V konecné aritmetice je iraciondlni parametr 35 aproximouvan cislem

2
0.38196601125011.

specidlni volbou ¥ =

Proc zlaty fez? Zlatym fezem je oznacovan pomeér

a+b a
a b

K

kde x > 0. Z piislusné kvadratické rovnice odvodime, ze x = (1 4 1/5)/2. Od staro-
veéku je zlaty ez povazovan za idealni proporce obdélnika. Uplatnuje se v kompozici
renezancnich obraz. V pfirodé vystupuje ve formé Fibonacciho posloupnosti. V
metodé zlatého fezu

19:1—%;

K

Include: Konvergenéni kriterium

Alternativni metodou feseni Problému 4.2 je metoda parabolické interpolace.
Idea metody:
Necht minimum funkce f na intervalu [a,b] je uzdvorkovano v bodé z, viz Obra-
zek 4.15. Uvazujme kvadratickou funkeci

t — h(t) = a+ Bt + 2,
kde «, 3 a v jsou koeficienty. Pozadujeme, aby

a+ fBa+va® =h(a) = f(a),
a+fr+y2® =hz)= f(z),
a+ Bb+~b* = h(b) = f(b).
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Obrazek 4.15:

Jinymi slovy, hledame koeficienty «, (3, v tak, aby

1 a a? a f(a)
Ve || 8] =] 1)
L b v g f(b)

Jestlize a < x < b, potom koeficienty jsou urceny jedoznacné jako feseni soustavy li-
nearnich rovnic. Rikdme, Ze kvadraticka funkce h je Lagrangeovou interpolaci funkce
f v bodech a, x a b, viz Obréazek 4.15. S Lagrangeovou interpolaci se setkdme v
Kap. 5.

Vzhledem k predpokladu o uzavorkovani minima na intervalu [a, b], kvadraticka
funkce h(t) = a + (Bt + vt? je konvexni. Proto existuje bod y, a < y < b, ve
kterém kvadraticka funkce h tohoto minima nabyva. Bod y miiZzeme explicitné urcit
z podminky na extrém: h'(y) = 5+ 2yy = 0. Tedy

_B

2y’
Bod y chapeme jako aproximaci lokalniho minima funkce f. V pfipadé, ktery ana-
lyzovan na Obrazku 4.15, je minimum funkce f uzévorkovano na mensim intervalu
[x,b]. Lze si jisté predstavit jinou funkci f na intervalu [a, b], kdy metoda parabolické

interpolace identifikuje interval [a, z] a bod y, a < y < z, jako pozici minima funkce
h.

y:

Algoritmus 4.4. (Metoda parabolické interpolace) Necht minimum funkce f na
intervalu [a, b] je uzdvorkovdno v bodé x. Necht h(t) = o+ Bt +~t* je Lagrangeova
interpolace funkce f v bodech a, x a b. PoloZme y = —[3/27. Potom definujeme nové
uzdvorkovani funkce f na intervalu [a™V,b"V], v bodé x"*™ = y:
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Jestlize y < x, potom a™*V = a, b"V = .
Jestlize y > x, potom a"*V = x, bV = 0.

Iterace algoritmu: Aktualizujme a := a™*%, x := 2™V, b := b"V.

Jestlize funkce f je unimodalni, viz Definice 4.5, lze dokézat, Zze algoritmus kon-
verguje superlinearné. Metoda zlatého fezu konverguje pouze linedrné. Nicméné kon-
verguje i v situaci, kdy existuje vice lokalnich minim. Je tedy spolehliva (fikdme,
robustni), najde vzdy néjaké feseni.

Nabizi se kombinovat metodu zlatého fezu (angl. golden section) s metodou
parabolické interpolace (angl. parabolic search). V systému Matlab je tato myslenka
implementovana prostiednictvim funkce fminbnd, ktera fesi Problém 4.2, viz

http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/fminbnd.html

Na Obrazku 4.16 je periodicka funkce. Hledame néjaké lokalni minimum na intervalu
[0, 5] pomoci funkce fminbnd, se zadanou toleranci le-12. Zaznam o konvergenci je
uveden nize, viz (4.17).

Obréazek 4.16: Uvazujme funkci f = 1.5 cos(x + 7/2) sin(10 z) + 2. Hleddme né&jaké
lokdlni minimum na intervalu [0,5] pomoci funkce fminbnd, se zadanou toleranci
le-12. Hvézdicka * oznacuje pozici lokalniho minima.
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x f(z) Procedure

1 1.90983 1.65174 initial

2 3.09017 2.03792 golden

3 1.18034 2.95859 golden

4 2.35253 3.06382 parabolic
5 1.63119 2.85027 golden

6 2.07893 0.777691 golden

7 2.18344 1.80837 golden (4.17)
8 2.04142 0.663098 parabolic
9 2.03573 0.661887 parabolic
10 2.03696 0.661777 parabolic
11 2.03701 0.661776 parabolic
12 2.03701 0.661776 parabolic
13 2.03701 0.661776 parabolic
14 2.03701 0.661776 parabolic

4.2.2 Volba sméru sestupu
Zacneme klicovym pojmem:
Definice 4.6. Necht f € C'(D), x € D. Potom

of of
0xy "0z,

Vi) =(=(2),... (z))" € R" (4.18)

je gradient funkce f v bodé x.

Pfipometime, Ze v celém Odstavci 4.2 piedpokladdme, Ze f € C(D). Jestlize
x* € D je lokadlni minimum funkce f t.j., 2* fesi Problém 4.1, potom

Vi) =0 e R". (4.19)

Kazdy iterac¢ni proces, tedy i Algoritmus 4.2, je tfeba ukoncit po provedeni ko-
necného poctu kroki. Jako konvergencni kriterium mtzeme napi. pozadovat, aby

IV f(z")]] < tol, (4.20)

kde tol je pfedepsana tolerance. Za numerické feseni 2* povazujeme prvni ¢len po-
sloupnosti {27 }22, ktery splituje kriterium (4.20). Jestlize polozime z* = z®) | potom
si musime uvédomit, ze x* udava pouze aproximativni pozici feSeni. Poznamenejme,
ze stanoveni spolehlivych konvergencnich kriterii iteracnich procesti je vazny pro-
blém.

Nicméné (4.19) je pouze podminka nutnd, aby bod z* byl feSenim Problému 4.1.
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Definice 4.7. Necht f € C*(D), x € D. Potom V?f(x) € R™™",

V0= 55

je Hessova matice funkce f v bodé x.

ii=1,....n (4.21)

Uvazujme Tayloriv rozvoj funkce f = f(z) v bodé z*:

flz) = f(@)+V f(2")" (w—w*)Jr% (=)' V2 (") (a—2")+O(lla—a"]]*) . (4.22)

Druhy ¢len rozvoje je nulovy vzhledem k podmince (4.19). Tteti ¢len rozvoje je
kvadraticka forma

xER"M%(w—x*)TVQf(x*)(x—x*)eRl.

Formulujme podminky optimality, viz napt. [3], Property 7.4., str. 295:

Poznamka 4.5. Necht f € C?(D). Jestlize z* € D splriuje (4.19) a Hessova matice
V2f(z*) funkce f v bodé x* je positivné definitni, potom x* je Fesenim Problému 4.1.

Algoritmus 4.5. (Metoda nejvétsiho spadu) Ddno: (¥ € R, d© = -V f(2®) ¢
R™. Definujeme posloupnosti {x(k)}zozo a {d(k)}zozo rekurenct

2 — ) 4 g g®
kde oy, = argmingea f(z® + ad®) je pozice lokdlniho minima, viz (4.9), a
A" = _V f(z* ) e R, (4.23)

Je splnéna podminka sestupu? Podminku sestupu (4.10) lze formulovat pomoci
operatoru gradient V,

Z 5 (k:+1 k+1) ( vx(k-&-l)’ d(k+1)) ‘
xz

Volbou sméru nejvétsiho spadu (4.23) pozadujeme, aby
( Vx(k:+1) 7 d(kJrl)) - _ ( vx(k+l) ’ V.T(kJrl)) — |’vx(k+1)”2 <0.
To je ztejmé v kazdém kroku splnéno. V limité
V2 ®ED]2 — || va*|]* = 0.

Nicméné pokles || V2 **+1||2 miiZe byt velmi pomaly. Obréazek 4.17 ilustruje fungovani

algoritmu v aplikaci na konkrétni funkci:
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Obrazek 4.17: Priklad 4.1, ilustrace fungovani Algoritmu 4.5 nejvétsiho spadu. Smér
sestupu d® € R? v bodé z*) € R? je kolmy k vrstevnici. K dosazeni aproximativni
pozice minima z* = [3.9231; 0.8462|, tol=1.e-5, viz (4.20), bylo tfeba dvacetipéti
iteraci.

Priklad 4.1. Definujme

1
r € R? — f(x) EbTx+§a:TAx c R,

SHIENER]

Matice A je s.p.d. V Odstavci 8.2 ukdieme, Ze existuje pravé jedno x* € R?, které
7esi Problém 4.1. UkdZeme, Ze x* je TesSenim soustavy linedrnich rovnic

Az* =b.
Ve vztahu k rozvoji (4.22),
b= f(z*), Vf(@@*)=0cR?, A=V>f(z*)ecR¥>?,
a cleny vyssiho vadu O(||x — z*||?) jsou nulové.

Algoritmus 4.6. (Metoda sdruzenych gradienti ) Ddno: z(?) € R", d© = -V f(2() €
R™. Definujeme posloupnosti {x(k)};ozo a {d(k)}zozo rekurenct
2D = 2 ®) 4 g d®
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-0 f(x (k+1) ) gk+D)

Obréazek 4.18: Jeden krok metody sdruzenych gradientii: a) c* ) = 2 4 o d®)
kde oy, je pozice lokdlniho minima, viz "line-search”. b) d*+1) = —V f (1)) 4-~d®),
Hledéme linearni kombinaci sméru nejvétsiho spadu s ptivodnim smérem d*).

kde oy, = argmingea f(z® + ad®) je pozice lokdlniho minima, viz (4.9), a
A = v f(z* ) 4 d®) e R, (4.24)

pricemz ( o) o) )
Vf(ZE k+1 )’ Vf(ZE k+1 )
= ) V) 429

Poznamka 4.6. Na principu sdruZengch gradient je zaloZena Tada metod Teseni
Problému 4.1, napr. Fletcher-Reeves-Polak-Ribieruv algoritmus, [6/, str. 321.

Jeden krok algoritmu lze popsat schematem na Obréazku 4.18. Novy smér sestupu
d**1) hledame jako linearni kombinaci sméru nejvétsiho spadu a ptivodniho sméru
d® | tedy d*+D) = —V f(z* D)) + 4d®). K volbé parametru :

Predpokladejme, ze f je kvadraticky funkcional. To znamena, ze Taylortv roz-
voj (4.22) obsahuje nejvyse kvadratické ¢leny. Potom volba (4.25) parametru ~y za-
rucuje, ze metoda sdruzenych gradienti bude konvergovat v nejvyse n krocich, kde
n je dimense problému. V ramci Piikladu 4.1 stac¢i dva kroky, viz Obrazek 4.19.
Podrobné zdtvodnéni bude v Kapitole 8. Nicméné finitnost algoritmu sdruzenych
gradient plati za pfedpokladu, zZe vypocet neni ovlivnén zaokrouhlovacimi chybami.
Vliv konec¢né aritmetiky na fungovani algoritmu se prakticky projevi az pro velké
dimenze n.
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x@ =x

Obrazek 4.19: Piiklad 4.1, ilustrace fungovani Algoritmu 4.6 sdruzenych gradient.
Aproximativni pozice minima (tol=1.e-5, viz (4.20)) bylo dosazZeno ve dvou krocich.

Za predpokladi, které jsou formulovany v Poznamce 4.5, 1ze dokazat lokalni
konvergenci Algoritmu 4.5 i Algoritmu 4.6.
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Kapitola 5

Interpolace funkce

Uvazujme spojitou redlnou funkci y = f(z) redlné proménné z na intervalu [a, b].
Predpokladejme, Ze o této funkci nemame tplné informace napft. zname jenom ta-
bulku nékterych funkénich hodnot

x; € la,b] — f(x;), i=0,1,...,n.

Nasim cilem je (pfiblizna) rekonstrukce funkce v libovolném bodé z z intervalu [a, b].
Budeme specifikovat

1. konecné-dimenzionalni podprostory C prostoru spojitych funkei, s dimenzi
dimC =n + 1 a bazi
C = span{vp, v1,...,v,} , (5.1)

2. mnoziny
{zi}ly, zi€la,b, i=0,1,....n (5.2)

interpolacnich uzlt.

Resime nasledujici
Problém 5.1. Pro zadané interpolaéni uzly {x;};_, hleddme g € C tak, aby
g(x;) = f(xy), 1=0,1,...,n. (5.3)

Podmince (5.3) se tikd interpolacni podminka.

5.1 Lagrangeuv interpolac¢ni polynom
Uvazujme linearni prostor

C =span{l,z,..., 2"} (5.4)
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vsech polynomi stupné nejvyse n. Tento prostor C budeme nadale oznacovat sym-
bolem P,. Uvazujme n + 1 navzajem riznych interpola¢nich uzli (5.2). Bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme, ze

a<zyg<T <--<zp<bh. (5.5)

Ukazeme, ze existuje praveé jeden polynom g € P,, ktery spliuji interpola¢ni pod-
minku (5.3): Necht

g(r) =ap+ax+---+az" = Z a;x’
i=0

je hledany polynom. Urcime jeho koeficienty ag, aq, ..., a,.
Z interpolac¢nich podminek

g(r;) = ap + ayv; + agx? + -+ a,2! = f(z;), i=0,1,...,n

sestavime soustavu linearnich rovnic pro koeficienty ag, aq, ..., a,:
(1 xo 22 ... xf ] [ ao ] [ f (o) ]
1z xz; ... xf aZ = f(:vz) (5.6)
1 oz, 22 .. 2" | | an ] _f(:z:n)_

Matici soustavy linedrnich rovnic (5.6) se fikd Vandermondova matice. Tuto matici
ozna¢me V € RO+Ux(+D) Indukei vzhledem k n se da ukézat, Ze determinant

matice V'
detV = H (x; — xj) .
0<j<i<n
Matice soustavy je tedy regularni a tedy koeficienty ag, aq,...,a, jsou jednoznacné

urceny. Soustavu lze fesit eliminaci.

Polynomu g € P, ktery spliiuje interpola¢ni podminku (5.3), se fikd Lagrangetv
interpolac¢ni polynom. Zavedeme operator P, ktery funkci f, definované v zadanych
uzlech (5.5) pfifazuje Lagrangetv interpolac¢ni polynom g:

g = P(f;x0,21,...,7,). (5.7)

Existenci a jednozna¢nost Lagrangeova polynomu g = P(f;xzg,x1,...,2,) lze
dokazat i jinym zptsobem. V prostoru P,, zavedeme novou bazi. Definujme

(z —@o) - (& —mi)(@ — @ig) -+ (& — )
(zi —20) -+ (¥ — 1) (¥ — Tiga) -+ (15 — 1)

Li(z) =
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tedy

Lz)= [ ==X, i=0,1,....n. (5.8)

)
fL’Z‘—ZEj

[=}

(SN
N

=
Funkce L; = L;(z) jsou polynomy n-tého stupné, t.j. L, € P, proi =0,1,...,n. Z
definice

Ll(lll'j) = (5@', Z,j :O,l,...,n. (59)

Hledédme polynom g € P,, ktery spliiuje interpolac¢ni podminku (5.3). Definujme
g(x) = Y fl@i) Li(w). (5.10)
i=0

Vzhledem k vlastnosti (5.9), polynom ¢ spliiuje interpolacni podminku. Je uréen
jednozna¢né. Sporem: Necht jiny polynom g € P, spliiuje interpola¢ni podminku.
Definujme polynom i = g — §. Tento polynom stupné n ma n + 1 kotfenta h(x;) = 0,
1 = 0,1,...,n. V disledku Zakladni véty algebry, polynom A musi byt identicky
nulovy. Tedy g = g, coz je spor. Je nyni ziejmé, ze polynomy L; € P,,,2=0,1,....n
tvori bazi prostoru P,,:

P, = span{Lo, L1,...,L,} . (5.11)

Této bazi se rika Lagrangeova baze.

Budeme sméfovat k odhadu interpola¢ni chyby. Opfeme se o nasledujici tvrzeni:

Véta 5.1. Necht f € C"a,b]. Uvazujme Lagrangeiv interpolacni polynom g =
P(f;xo,...,2,). PotomVz € [a,b] & € (a,b) tak, Ze

FE)
flz) —g(x) = CES wnt1 (), (5.12)
kde
wni1(z) = (. —x0)(x — 1) -+ - (x — ) € Py . (5.13)

Dikaz Jestlize © = x;, i = 0,...n, potom tvrzeni plati vzhledem (5.13). Zvolme
libovolné z € [a,b], © # x;, 1 =0,...n. UkdZeme, Ze plati (5.12).
Definujme pomocnou funkci ¢t — F'(t),

f(z) —g()

Wn41 ($)

F(t) = f(t) —g(t) —

Wn+1 (t) .

Protoze f € C"*'[a,b], potom F € C""[a,b]. Funkce F' ma urcité tyto kofeny:

F(z)=0, F(x;)=0,i=0,...,n.
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Indukci dojdeme k zavéru, ze

funkce F : [a,b] — R! mé na intervalu (a, b) alesporn n+2 kofent
funkce F” : [a,b] — R! mé na intervalu (a, b) alesporn n+1 kofent
funkce F™ : [a,b] — R! ma na intervalu (a, b) alespon n+2-n = 2 kofeny

funkce F(™*1) : [a,b] — R' mé na intervalu (a,b) alespoit n+2-n-1 = 1 kofen
Tedy existuje a < & < b tak, ze F("*)(£) = 0. Z definice funkce F,

0= FrD(g) = 0 (g) — o) - D=0 ey,

wn—l-l(x) (s

Protoze g € P, potom derivace ¢+ (t) = 0 v kazdém bodé ¢. Kone¢né ukazeme,
ze V(1) = (n+1)! v kazdém bodé : Z definice (5.13),
W1 (t) = (t—20)(t — 1) - (t —2n) ="+ apt" 4+ -+ ag.

Derivaci wgﬂl)(t) ovlivni pouze monomial nejvyssiho stupné t.j. t"*1. Proto

W) = (n+ nn—1)---1= (n+1)!,

Lze tedy shrnout, ze

f(@) — g(x)

u}n—&-l(x)

0= f"(E) - (n+1)!.

Po tpravé dostaneme formuli (5.12). O

Nasim cilem je odhad interpola¢ni chyby. Ve Vété 5.1 predpokladame, ze f €
C™a, b]. Definujme
_ (n+1)
K = max |10 ()] (5.14)
Definice 5.1. K zadanym n + 1 interpolacnim uzlim a < xg < x1 < --- < x, < b,
viz (5.5), definujme uzlovy polynom

wnrr(x) = [[(z = 2:) € Py (5.15)

1=0

Je to samoziejmé stejny polynom jako polynom (5.5) ve formulaci Véty 5.1. Polynom
Wny1 je tzv. monicky polynom, ktery je charakterizovan tim, ze koeficient u nejvyssi
mocniny je jednicka.

Konec¢né, budeme potiebovat definovat jistou normu realné funkce:
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X
Obréazek 5.1: Piiklad Lagrangeovy interpolace funkce y = cos(6x) na intervalu

[—1,1], n + 1 = 10 ekvidistantnich interpolacnich uzla.

Definice 5.2. Necht h € Cla,b]. Potom

[A]lec = max |h(z)]

a<z<b
7 Véty 5.1 plyne, Ze
K
|f($)—9($)|§m|wn+1($)| Va<z<b.
Proto %
|f<x>_g(‘r>|§m||wn+1“oo Va<z<b,
a tedy
K
I|f = 9glle < m l|wn+1] ] (5.16)

Odhad (5.16) naznacuje, ze muze zalezet na rozlozeni interpola¢nich uzli. Nej-
prve definujme, co jsou to rovnomérné rozlozené interpolacni uzly:

Definice 5.3. Interpolaénim uzlim {z;};_, na intervalu [a,b], které splriuji pod-

minku
b—a
T =a-+1 , i=0,1,...,n, (5.17)
n

rikdme ekvidistantni interpolacni uzly.
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Obréazek 5.2: Priklad Lagrangeovy interpolace funkce y = abs(z) na intervalu [—1, 1],
n + 1 = 13 ekvidistantnich interpolac¢nich uzlt.

Lagrangeova interpolace je definovana pro kazdou spojitou funkci na konecném
intervalu. Na Obrézcich 5.1 a 5.2 uvadime dva kvalitativné odlisné priklady inter-
polace na ekvidistantnim déleni. V prvnim pfipadé interpolujeme hladkou funkeci.
S rostoucim poctem uzli ocekavame mensi interpola¢ni chybu. V druhém pripadé
interpolovana funkce ma nespojitou derivaci. Interpola¢ni chyba dramaticky osciluje
paradoxné daleko od bodu nespojitosti derivace. S rostoucim poc¢tem uzli se situace
zhorsuje.

Vratme se k otdzce rozloZeni interpolac¢nich uzli, tedy k otdzce rozloZeni korenti
uzlového polynomu w1 € P, 1, viz (5.15). Hleddme optimélni rozloZeni interpola-
¢nich uzli

a<a? <aP << P < b, (5.18)

které odpovida kofeniim prislusného optiméalniho uzlového polynomu

() = [[@ =) € Py
=0
Pozadujeme, aby
opt
[l loo < [lwnslloo (5.19)
pro kazdy uzlovy polynom w1, (5.15).
V nésledujicim odstavci problém (5.19) vyfesime. Predesilame, Ze optimalni jsou
tzv. Cebysevovy interpola¢ni uzly. Na Obrazku 5.3 je ptiklad jejich pouziti. Nabizi
se srovnani s Obrazkem 5.2.
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Obréazek 5.3: Priklad Lagrangeovy interpolace funkce y = abs(z) na intervalu [—1, 1],
n + 1 = 13 CebySevovych interpola¢nich uzlt.

Zavér odstavce vénujeme problému vycisleni hodnoty Lagrangeova interpolac-
niho polynomu.

e Nejprve vypocitame koeficienty ag,aq, ..., a, Lagrangeova interpola¢niho po-
lynomu jako feSeni soustavy linearnich rovnic (5.6). To je zékladni investice
vypoctu.

e Pro kazdou zvolenou hodnotu nezavisle proménné z z intervalu [a,b] (v Ob-
razcich 5.1-5.3 bylo zvoleno 30 az 50 bod1) je nutné vy¢islit

n

Y= Zai z. (5.20)

=0

Vyraz (5.20) je zapsan jako linearni kombinace mocnin proménné z. Vydéisleni v této
formé neni efektivni. Ten samy vyraz lze zapsat Sikovnéji pomoci tzv. Hornerova
schematu. Algoritmus si ukdzeme na piikladu polynomu tfetiho stupné

Y= ay + mx + asx? + agz® .
Tento vyraz je ekvivalentni vyrazu
y = ag+ x(ay + z(az + zaz)) .
Polozime b := az. Proménnou b budeme postupné aktualizovat:
b :=ay+xb, b :=a+xb, y=ay+axb.
Lze dokéazat, ze Hornerovo schéma je optimalnim algoritmem pro vy¢isleni readlnych

polynomi.
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Obrazek 5.4: Vlevo, funkce y = T5(x). Vpravo, funkce y = T4(x).

5.2 Cebysevovy polynomy

Zacneme tim, ze bez dikazu uvedeme formuli pro optimalné rozlozené interpolacni
uzly:
Vé&ta 5.2. Resenim problému (5.18)€4(5.19) jsou uzly

1 21+ 1
x‘"pt_—((a—i—b)—l—(b—a)cos( ' w)), i=0,1,...,n. (5.21)

! 2 2n+ 2

K dikazu se vratime v zavéru odstavce.
Definice 5.4. Definujme funkci
T,(x) = cos(n arccosz), —1<az<1. (5.22)
Dva priklady jsou na Obrazku 5.4.

Lemma 5.1. Definicni obor funkce T,, = T, () lze rozsirit na R tak, Ze rozsivend
funkce T,, je polynom stupné n t.j. T, € P,.

Dukaz Uvazujme substituci
T.(z) =cosny, y=arccoszx, —1<z<1l, 0<y<m. (5.23)
Upravujme funkci cosny, 0 < y <
cosny = R(cosny + isinny) = N(e"™) = N(e)", (5.24)
kde R je redlna ¢ast komplexni funkce. Podle binomické véty
(e¥)" = (cosy +isiny)" = Zn: (Z) (cosy)" *(isiny)*.

k=0
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Vzhledem k (5.24) nés zajima realna ¢ast binomického rozvoje, tedy sudé indexy
k = 2[. Upravme sudé mocniny:

(isiny)Ql = (—l)l ((siny)Q)l = (—1)l (1 — (Cosy)Q)l )
Proto

cosmy =3 (=11 ) teosu)" (1 (cosy)’

=0

Vratime se k pivodni proménné x, viz (5.23). Potom funkce T,,,

(5]
To(z) =) (=1)* (2”6) "1 — 2?)t, (5.25)

(=

ptivodné definovand na intervalu [—1, 1], je polynom stupné n. O

Shriime vlastnosti CebySevovych polynomi.
Lemma 5.2. Plati:

(i) Polynom
T (2) = ana™ + ap_rz™ '+ -+ ag

md celociselné koeficienty a;, specidlné a, = 2" "
(i1) Polynomy To,11 jsou liché funkce, polynomy Ty, jsou sudé funkce t.j.
Tonga(=2) = =Tonsa(x),  Ton(—2) = Ton(x)
(iii) T,(1) =1, T,(=1)= (-1
(iv) |Th(z)] <1 V-1<zx<1

(v) Th(z)|=1 <= a::cos—ﬂ', k=0,...,n
n
2k —1
(vi) T(z) =0 <= a =cos 5T k=1,...,n
n
Duikaz ad(i): plyne z (5.25), ad(ii)—(iv): je tfeba vyuzit substituce (5.23) O

V ti{dé polynomii g(z) = ap,x™ + a, 12" + - - - + ag, které jsou skalovany pod-
minkou a, = 2"7!, je CebySeviv polynom 7, jediny polynom, ktery se vejde do
krabicky s rozméry [—1,1] x [—1,1]:

Véta 5.3. Necht g € P, je polynom g(z) = apz™ + ap_ 12" 1 + -+ + ag, pro ktery
a, = 2""1. Potom ezistuje —1 < & < 1 tak, Ze |g(&)| > 1. Jestlize |g(x)| < 1 pro
kazde —1 < x <1, potom g="1T,.
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Obréazek 5.5: K dikazu Véty 5.3: Stiidani znamének extremalnich bodd 1 = &, >
&> .0 > &, =—1.

Dikaz Sporem : Necht |g(z)| < 1 pro kazdé —1 < x < 1. Definujme h(x) =
T, (x) — g(x). Funkce h je polynom. ProtoZe polynomy 7, a g maji stejny koeficient
nejvyssi mocniny, potom

h=T,—g€eP, ;. (5.26)

Uvazujme extrémy Cebysevova polynomu 7, viz Lemma 5.2(v). Plati:

T.(&)| =1, 1=&>&6> ... >& =-1,

viz Obrazek 5.5. Dale je si tfeba uvédomit, ze pfedpokladame |g(&;)| < 1, i =
0,...,n. Proto posloupnost {h(;)}!, stfidd znaménko:

T.(%) = 1, h(&)=Tn( ) —g(&) >0
T.(&) = -1, h(&) =Tu(&)—9(&) <0
T.(&) = 1, h(&)=T.(&)—g(&) >0

To znamend, ze v kazdém z intervala (&;,&;41), ¢ = 0,1,...,7n — 1 mé polynom h
alespon jeden kofen. Celkem tedy alespon n kotenti. Ale h je polynom stupné nejvyse
n — 1, viz (5.26). To je mozné, jediné kdyz h = 0, tedy T,, = g. To je ve sporu s
predpokladem |g(z)| < 1 pro kazdé —1 < x < 1.

Druha cast tvrzeni, t.j. jednoznacnost g = T,, se opét ukaze sporem. 0

Uvazujme kofeny polynomu T,,, viz Lemma 5.2(vi), s novym oznacenim a o¢islo-

vanim: )
opt 2.7 + 1
;= cos

T m, j=0,1,...,n—1, (5.27)

2n
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Obrazek 5.6: Linearni transformace intervali [—1,1] a [a, b].

—1<a <P << <1 (5.28)
Definujme w?* € P,,,
n—1
t . opt
wpt(x) = | | (@ —a5")
7=0

Poznamenejme, ze T,, = 2" ' woP*, viz Lemma 5.2(i).
, v . . v s o n—1
Dale uvazujme libovolnou posloupnost interpolac¢nich uzli {z; }j:07

—1<ry<n<---<z,1<1, (529)

a prislusny uzlovy polynom w, € P,
n—1
wal@) = [ (@ =)

Polozme g = 2" ! w,. Polynom ¢ vystupuje v piedpokladech Véty 5.3. Z citované
véty snadno plyne, ze
[ loo < llwnlloo (5.30)

pro kazdy uzlovy polynom w, s uzly, které splituji pozadavky (5.29).
Definujme linearni transformaci

S % (a+b) + (b—a)z) (5.31)
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intervalu [—1, 1] na interval [a, b], viz Obrazek 5.6. Lze ovétit, ze linearni transformaci
(5.31) optimélnich uzli (5.27) dostaneme optimélni uzly na intervalu [a, b].

Vratme se k ditkazu Véty 5.2. Véta se tyka podminek optimality uzlovych poly-
nomu wy 41 € P, 41 na intervalu [a, b]. Adaptujeme postup (5.27)—(5.31), které jsme
pouzili pfi analyze uzlovych polynomt w, € P,.

5.3 Kubicky spline

Zformulujeme dalsi interpolac¢ni tlohu (5.1)&(5.3). Pujde o interpolace typu spline.
Interpolacni funkce jsou vybirany z prostort po ¢astech hladkych funkei. Jako ty-
pickou ukazku této techniky budeme definovat kubicky B-spline.

Poznamka 5.1. (Ptvod slova spline) V lodnim stavitelstvi se pri rysovdni pldni
pouzivalo pomicek (elastickiych Sablon), kterym se Fikalo anglicky splines. Tedy spline
(jednotné ¢.), splines (mnozné ¢.). Zadanou mnoZinou bodd (t.j. interpolacnich uzli)
byly "proklddany” elastickée sablony. Z matematického hlediska, Sablony modelovaly
néjaky typ elastickeho nosniku.

Na intervalu [a, b] budeme uvazovat n + 1 interpola¢nich uzli
a=x90<w <---<xp,=>. (5.32)

Vyhnene se konstrukci béaze pfislusného linedrniho prostoru kubickych B-splint,
(5.1). Budeme pfimo definovat operator S(f; o, z1,...,x,), ktery datim interpola-
¢ni ulohy t.j. zadanym uzlim (5.32) a zadanym funkénim hodnotam

yi=f(z;), 1=0,1,...,n (5.33)

prifadi realnou funkci
9=>S(f;z0,w1,..., 1), (5.34)

g = g(x), na intervalu [a, b].
Funkce g musi splnovat néasledujici pozadavky:

1. Na kazdém intervalu [z;,z;11], j = 0,...,n — 1, je funkce g = g(x) polynom
tfetiho stupné, t.j.

g: [:L‘jv xj-f-l] — R NS Span{la l’,ZE2, 1'3}, (535)
s koeficienty oy ;, a1 j, g, o35,

2 3
9(x) = apj + a1 ;T + g + az r”,
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2. Podminky spojitosti:

lim g(z) = lim g(o) &y
lim ¢'(x) = lim g(z) =y
lim ¢"(z) = lim g"(x) ey

3. Interpola¢ni podminky: y; = f(z;), i =0,...,n , viz (5.33).

Udélejme si bilanci: Na funkci g = g(x) je tedy kladeno 3 (n—1) podminek spojitosti
an+1 interpolacnich podminek. Celkem 4n —2 pozadavkil. Na druhé strané, je tieba
urcit 4n koeficientt {a07j,OK]J,O{QJ,O{?,,]'};L:_&. Miuzeme tedy pridat dva pozadavky.
Obvykle chceme, aby

lim ¢"(z) € yo =0, lim ¢"(x) o yn=0. (5.36)
T T—Tp
Operator S(f; zg, x1,...,x,) definuje funkci g = g(x), kterd je dvakrat spojité dife-
rencovatelnd, t.j. ¢ € C?[a, b, spliiuje interpola¢ni podminku (5.3), a dvé podminky
navic, napft. (5.36). Funkeci g fikdme kubicky B-spline.

Necht g = S(f;xo,x1,...,x,). PFi konstrukci kubického B-splinu, na kazdém
z intervald [z;, ;41| volime misto kanonické baze (5.35) specialni bazi kubickych
polynomi

Span{Aj(l‘),Bj(l’),Cj(I),Dj(l’)}, (537)
kde - -
A, e P
J(I) Tje1 — T €,
T —x;
Bi(z) = — - =1-A(x) €P,
@) = @) €y
Ci(x) = 3(A4j(x) — Aj(@))(zju1 — ;) €3,
Dj(x) = §(B}(z) — Bj(2))(wjr1 — 7;)*  €Ps,
7 =0,...,n— 1. Poznamenejme, ze

Cl(x) = Ay(x), Di(x) = Byx).

V uzlech z;,z;41:

Aj(x;) =1, Aj(rja) =0, Al(z;) =0, Aj(r;41)=0;
Bj(x;) =0, Bj(zjy) =1, Bj(z;)=0, Bj(xj11)=0;
Ci(z;) =0, Cj(zj41) =0, Cj(z;)=1, Ci(r;j41)=0;
Dj(x;) =0, Dj(zj41) =0, Dj(x;) =0, Di(xj)=1



Volbou bazi (5.37) zformulujeme snadno podminky spojitosti a podminky spojitosti
druhych derivaci. Polozme

vi=g(x), y=4¢"(x;), 1=0,1,....,n.

Na kazdém z intervald [z;,x;11], j=0,...,n-1,
9(x) = y;jA;(x) +yj1B;(x) + yjCi(z) + v} Dj(x)
2 2
’ _ yj+1_yj_3Aj(x)_1 A\ 3Bj(x)_1 A\
g'(x) T — 7 6 (41 :E])y] + 6 ()41 I]>y]+1
9"(x) = y;Ci(z)+yi.Dj(z).
Potom
lim g(x) = lim g(z) = vy
x—»x; T
lim ¢"(x) = lim+ g'(x) = y;
xﬂx; T—T;

Zformulujeme podminky spojitosti prvnich derivaci: V kazdém uzlovém bodé x;,
restrikci na interval [z}, z;41] resp. [x;_1,z;], dostaneme

. Yj+1 — Y5 2 " 1 "
1 / — J J _ - . _ . r_ . J— . N
xigrljg () zjg1—x; 6 (@501 = 23) 5 6 (@51 = )7
. yi = Y1 1 2
mliglj_ g(z) = ﬁ + G () —2jo1) yj_1 — 6 () — 1) yj
Musi platit:
lim ¢'(z) = lim ¢'(x) (5.38)
-] T—x;
£.j.
1 1" 1 w1 7 Yj+1 — Yy Yi —Yj—1
6 (@ = Ti-) Y+ g (@m0 = T) Y5+ (@41 = 25) Y = Tip1 — T, L —Tjq

j=1...,n—1Proj =1aj = n—1 uplatnime podminku y; = vy = 0,
viz (5.36). Podminky (5.38) lze zformulovat jako soustavu n — 1 linearnich rovnic
pro neznamé yy,...,y,_, s pravou stranou, kterd zavisi na zadanych interpolac-
nich datech yo, 1, ..., Yn_1, yn. Matice soustavy je t¥idiagonélni (hvézdicky indikuji
nenulové prvky matice soustavy):

*
= |, (5.39)
) :
L SO _yq/;—l_ I
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Obréazek 5.7: Kubicky B-spline, interpolace funkce y = abs(z) na intervalu [—1, 1],
n + 1 = 13 ekvidistantnich interpolac¢nich uzlt.

J-ty fadek soustavy je uveden za formuli (5.38).
Jak vy¢islit g = g(x), ¢g=S(f;z0,...,2,)7

Algoritmus 5.1. (Kubicky B-spline) Necht x € [a,b].

1. Nezdvisle na zadaném x, Tesime soustavu (5.39) pro nezndmé y{,...,y"_,,
Yo =yn =0, a zadand interpolacni data

Xy, Ty, ooy Ty,
f($0)=?/07 f(ilh):yl, ceey f(ffn):yn-
Ziskame tabulku
o, L1, ..., Tp,
Y, Y, ---5 Yn, (540)
Yo, Yis s Yn-

2. Pomoct algoritma tridéni (sorting) najdeme index j, pro ktery x; < x < x;41.
Potom
9(x) = y;Aj(x) + yj1 B () + 4 Cj(w) + vy 1 Dj(x) .

Interpolovanou funkci g = g(z) vy¢€islujeme zpravidla pro celou fadu hodnot a <
x < b. Aktualizujeme jenom druhy krok algoritmu. Na Obrazku 5.7 byla funkce
g = g(x) vydcislena ve ¢tyficeti bodech intervalu [—1, 1].

Poznamka 5.2. (Srovnani interpola¢nich technik) FEzperiment se stejnymi daty
nabizi srovndni Lagrangeovy interpolace (Obrazky 5.2 a 5.3) a interpolace typu spline
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(Obrdzek 5.7). Lagrangeova interpolace bez optimalizace pozice interpolacnich uzli
nemd sanci. Jak Lagrangeova interpolace, tak interpolace typu spline vyZaduji vyresit
soustavu linedrnich rovnic (5.6) resp. (5.39). Pokud n je velké a pokud interpolacni
uzly se "zahustuji”, potom pri feseni soustavy (5.6) (s Vandermondovou matici) lze
oc¢ekdvat problémy. Na druhou stranu, matice soustavy (5.39) je tridiagondlni a md
priznivou vlastnost: Je diagondlné dominanitni. To napriklad znamena, Ze pri resent
soustavy nemusime pouZivat pivotaci.

Spliny maji netusené aplikace napi. v pocitacové grafice a pii vytvareni vir-
tualnich objektéi. A co Cebysevovy polynomy? Kdyz uZ nic jiného, je to krasna
matematika.
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Kapitola 6

Numericka integrace soustav
obycejnych diferencialnich rovnic

6.1 Dva motivacéni priklady
Piiklad 6.1. (Logisticka rovnice) Diferencidini rovnice

' =(a—bx)xr—c (6.1)
s pocatecni podminkou
a parametry a > 0, b > 0, ¢ > 0, muZe modelovat casovy vyvoj populace néjakeho
hmyziho druhu (populdrni je napt. bandnovd muska, lat. Drosophila).

Resenim tlohy (6.1) & (6.2) se rozumi spojité diferencovatelna funkce t — wu(t)
takova, ze

du(t)
dt
pro viechna ¢ € R!, pficemz u(ty) = .
Definujme operator ¢ : R x R! — R!, ktery zadané poc¢ateéni podmince (6.2)
pfifazuje FeSeni u(t) tlohy (6.1) & (6.2) v Case t. Tedy,

= (a—bu(t))u(t) —c

(to, o) € R x R — w(t) = ¢(t, to, 19) € R'. (6.3)

Operator ¢ definuje evoluci pocatecni podminky v case.

Hodnotu u(t) = ¢(t,tg,z9) € R' lze interpretovat jako stav v ase t € R
7 hlediska uvazovaného modelu se stavem rozumi hustota populace v jednotkovém
objemu. Model predpovidé budoucnost (¢ > tg) a rekonstruuje minulost (¢ < t;). Na
Obrazku 6.1 jsou trajektorie vychézejici z po¢ate¢nich podminek (to, zo) := (0, 3/2),
(0,1), (0,1/2), (0,0) a (0, —1/20) pro hodnoty a = 1, b = 1 a ¢ = 0 parametri tlohy.
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Obréazek 6.1: Populacni model: Logistickd rovnice. Pét riznych trajektorii, které
odpovidaji indikovanym pocatecnim podminkam. Parametry a =1, b=1, ¢ = 0.

Plna resp. ¢arkovana kiivka odpovida staviim pro které ¢t > 0 resp. ¢t < 0. Obrazek
samoziejmé znazornuje jenom cdsti trajektorii, které odpovidaji zvolenému méritku.
Trajektorii se obecné rozumi zobrazeni t € I —— (¢, ¢(t,t9,20)), kde I je interval
obsahujici to. Casu t € I je tedy piifazena usporadana dvojice, kterou tvoii ¢as t a
odpovidajici stav u(t) = ¢(t,tg, zo). Je mozné si polozit otazku, jaky je mazimdlnid
interval existence YeSeni pocatecni tlohy (6.1) & (6.2). Jinymi slovy, jaky je nejvétsi
mozny interval 7?7

Trajektorie na Obrazku 6.1 byly ziskany numericky, tedy priblizné. Vzhledem k
jednoduchosti modelu (6.1) & (6.2) je mozné zkonstruovat operator ¢ explicitné po-
moci elementarnich funkei. Technice feSeni pocatecni tlohy (t.j. konstrukei operatoru
¢) se fika integrace diferencidlni rovnice, v nasem piipadé rovnice (6.1). Numeric-
kému (t.j. pfibliznému) feSeni se ¥ika numerickd integrace (kvadratura) diferencialni
rovnice.

Pravou stranu oby¢ejné diferencialni rovnice (6.1) je mozno chapat jako zobrazeni
f: R x Rt — R!,

(t,x) — f(t,z) = (a — bx)z —c. (6.4)

Vidime, ze prava strana nezavisi na t. (V nésledujicim Ptikladu to nebude pravda.)
Na zakladé f definujme zobrazeni

t 1 1 1
{ZU‘| eR" xR +— {f(t,:l?)}
Grafu zobrazeni (6.5) se ¥ikd smérové pole. Smérové pole popisuje premisténé za-
daného vektoru (t,z) do pozice (t,z) + (1, f(t,z)). Interpretujeme to tak, ze vy-
sledné pozice je superpozici ptivodniho vdzaného vektoru (t,x) a smérového vektoru
(1, f(t,x)). Zobrazeni (6.5) definuje pravé smérovy vektor teény k piislusné trajek-
torii v bodé (¢, z).

eR' x R'. (6.5)
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Obrazek 6.2: Smérové pole logistické rovnice. Parametry a =1, b =1, ¢ = 0.

Smérovy vektor ma normalizovanu prvni slozku. Mizeme zvolit jinou normali-
zaci: Nechf K > 0 je zvolena konstanta. Definujme smérové pole jako graf zobrazeni

li}GRIXRIH K [1

VO F (ft,2))2) | fE )
Obé definice (6.5) a (6.6) jsou ekvivalentni. Poskytuji stejnou informaci.
Na Obrazku 6.2 je smérové pole (presnéji, ¢ast smérového pole v métitku, které

odpovida Obrazku 6.2). Je pouzita definice (6.2). Smér pfesunu z pozice (¢,z) do
pozice (t,x) + m (1, f(t,z)) je vyznacen Sipkou. Normalizace, t.j. volba K

] € R' x R'. (6.6)

v (6.2), se provadi automaticky, a v podstaté nas nezajimé. Dilezité je, Ze vSechny
sipky maji stejnou délku. Smérové pole samoziejmé se pocita a zobrazuje v bodech
zvolené miizky (zde konkrétné 10 krat 10).

Podél trajektorii, které odpovidaji po¢ateénim podminkam (0, 1) a (0, 0) se FeSeni
s ¢asem nevyviji, viz Obrazek 6.1. Tyto trajektorie jsou interpretovany jako stacio-
ndrni Tesent ulohy (6.1) &(6.2).

Pomoci smérového pole 1ze zformulovat alternativni geometrickou predstavu o
feseni problému (6.1) &(6.2): Hledame k¥ivku (trajektorii) v R? tak, aby

a) prochézela poc¢éateéni podminkou

b) v kazdém bodé smérnice tecny k trajektorii souhlasila se smérem vektorového
pole.

Rikali jsme, Ze trajektorie na Obrazku 6.1 (a Obrazku 6.3) byly ziskany apli-
kaci numerické metody. Konkrétné, tyto trajektorie byly aproximovany v systému
MATLAB pouzitim funkce ODE23, pii standartnim nastaveni vSech parametru feSice.
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Obrazek 6.3: Smérnice tecen k trajektorii. Parametry a =1, 0 =1, ¢ = 0.

Poznamenejme, Ze numerické metody probirané v tomto u¢ebnim textu (véetné zmi-
néné 0DE23) definuji posloupnosti diskrétnich ¢ast a stavii. Tuto posloupnost kreslici
program linearné interpoluje a vznika dojem spojité trajektorie.

Na Obrazku 6.4 je, v jistém smyslu, patologicky pripad: Plna kiivka reprezentuje
trajektorii s po¢ateéni podminkou ¢ty = 0, 29 = 0.7233 pfivolbéa = 1,b=1,c=1/5
parametri ulohy. Bylo pouzito explicitni formule

u(t) = v/5/10 tanh ((t — 1) V/5/10 4 arctanh ((Zxo - 1)\/5)) +1/2

Trajektorie byla aproximovdna pouzitim funkce 0DE23 (vystup viz symboly ) a
alternativni funkce ODE15s (vystup viz symboly o). Carkované kiivky vznikly jako
linearni interpolace vystupt funkci 0DE23 a 0DE15s. Je vidét, ze diive tspésna 0DE23
hrubé zkreslila realitu, zatimco trajektorie pocitand pomoci 0DE15s kvalitativné
odpovida. Z toho plyne pouceni, ze zalezi na pouzité numerické metodé. V ¢em je
vysetfovany pripad patologicky? Pocateéni podminka zy = 0.7233 je velmi blizko
jednomu ze stacionarnich feseni. Je to problém numerické povahy, a jak je vidét,
existuje 1ék.

Piiklad 6.2. (Linearni oscilator) UvaZujme soustavu dvou obycejnijch rovnic

Ty =1y
zh, = —bxy + ccos(wt).

kdeb> 0, c>0 aw € R! jsou parametry. Ve vektorové notaci,

X2

— —
v=fte)= —bx1 + ccos(wt) (6.7)
Soustavu (6.7) doplnime pocdatecni podminkou
x(t0> =X € RQ . (68)
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Obrazek 6.4: Trajektorie s pocateéni podminkou [0;0.7233]. Numerické metody
ODE23 [J, ODE15s ¢. Parametry a =1, b=1, ¢ = 1/5.

Resenim tlohy (6.7) & (6.8) se rozumi spojité diferencovatelnd vektorovéa funkce
t — u(t) € R? takova, ze

du(t)
dt

= f(t,u(t) = —bul(t)ui(i)cos(wt) (6.9)

pro vechna ¢, pficemz u(ty) = o € R%

Zadédme-li poc¢ateéni podminku (fg, z9) € R! x R? potom v kazdém case t € R!
existuje jednozna¢né vektor feseni u(t) € R? tlohy (6.7) & (6.8). Tedy, existuje
operator

(to,xo) eR! x R? — u(t) = ¢(t, to, .I'()) e R?. (610)

Tento operator 1ze i v tomto ptipadé zkonstruovat explicitné. Nicméné nam staci
vyrok o existenci takového operatoru.

Uloha (6.7) & (6.8) modeluje oscilace pruziny. Slozky u;(t) resp. us(t) vektoru
u(t) = ¢(t, to, ro) € R? jsou interpretovany jako vychylka resp. zrychleni v ¢ase t.

Proménné r = (x1,22) € R? v rovnici (6.7) se ¥ik4 stavova proménné; z; resp.
x9 predstavuji okamZitou vychylku resp. okamzimzité zrychleni. Prostor R? se, v
souvislosti s tlohou (6.7) & (6.8), nazyva stavovy prostor. Parametry b, ¢ a w maji
tuto interpretaci: b je modul pruznosti, ¢ resp. w jsou amplituda resp. frekvence
budici sily.

Problém linearniho oscilaloru se obvykle formuluje jako feSeni linearni diferenci-
alni rovnice druhého fadu

2" 4+ bx = c cos(wt) (6.11)
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Obrazek 6.5: Linearni oscilator. Trajektorie s pocatecni podminkou ty = 0, zg =
[1;0]. Parametry b =9, ¢ = 10, w = 2.5.

s pocatecni podminkou (z(ty), 2'(tg)) = zo € R?. Uvedena pocateéni tiloha pro rov-

nici (6.11) je zFejmé ekvivalentni tloze (6.7) & (6.8). Tuto poznamku uvadime jako

priklad, Ze soustavy rovnic vyssich radu Ize prevést na soustavy rovnic prvniho radu.
Trajektorie, t.j. zobrazeni

t € R — [t, ¢(t, to, 70)] € R x R?

na Obrazku 6.5 byla pocitana numericky (funkce ODE23). Perioda T pohybu byla
odhadnuta jako 7" = 12.5664 s presnosti na pét platnych cifer.
Projekci trajektorie do stavového prostoru, t.j. zobrazeni

le Rl — ¢(t,t0,$0) € RQa

se Tika fazova kiivka. Priiklad je na Obréazku 6.6.

6.2 Matematicky model evoluce

Nejprve zformulujeme problém: Pocdatecni ulohu pro soustavu obycejnych diferenci-
dlnich rovnic.

Tohoto problému se tykaly dva motivac¢ni piiklady z pfedchoziho odstavce. Vidéli
jsme, Ze oba piiklady modeluji evoluci v koneéné dimenzionalnim prostoru (v R!
resp. R?): Stavova proménna u (v R! resp. R?) se vyviji v éase t. Casovy vyvoj
za¢ina v zadaném dase tg, pro zadanou poc¢atecni podminku ug (v R! resp. R?).

Stavovy prostor budeme identifikovat s linearnim prostorem R™. Dimenze stavo-
vého prostoru je tedy n. Stav systému je ztotoznén s prvkem stavového prostoru,
tedy s aktualni hodnotou stavové proménné. Cas je skalarni parametr. Budeme jej
standartné oznacovat jako t.
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Obrézek 6.6: Linearni oscilator. Projekci trajektorie do stavového prostoru R? se
rika fazova kiivka. Parametry b =9, ¢ = 10, w = 2.5.

Data uvazované tlohy jsou
1. pocatecni podminka, t.j. zadany stav xy € R™ v Case {.
2. prava strana soustavy, zadana zobrazenim

f:R'xR" — R". (6.12)

Budeme predpokladat, ze defini¢ni obor pravé strany je oteviena mnozina J x D C
R! x R™ a Z%e J je interval. Pfedpokladame, e to € J a 9 € D, tedy pocatecni
podminka (tg, 7o) € R' x R" pati{ do defini¢niho oboru.

Pocatecni ulohu zapisujeme, ve vektorové notaci, jako

= f(t,x), x(to) =x. (6.13)

Jedna se o soustavu n obycejnych diferencialnich rovnic (angl. ordinary differential
equations, ODEs)

.Z'll = fl(t,l'l, RN ,Q]n>

o, = fult,z1,...,2)

s pocatecni podminkou z(ty) = xo € R™.
Definujme, co znamena feSeni problému (6.13). Za tim ucelem budeme pozado-
vat, aby prava strana byla spojitéa, t.j.

feC(JxDR". (6.14)

Definice 6.1. (Reeni pocatecni tlohy) Predpoklddejme, Ze f € C(J x D,R").
Necht existuje
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1. I C J, interval obsahujici t

2. vektorova funkce t — wu(t) € R™ kterd ma spojitou pruni derivaci na I, t.j.
u e CYI,R").

Necht
(1) = f(t,u(?)) (6.15)

pro vSechna t € I a je splnéna pocatecni podminka
Potom tikdme, Ze funkce u je Tesenim (6.13) na intervalu I.

Poznamka 6.1. (Integralni formulace) Jestlize f € C(J x D,R™), potom funkce u
splriuje (6.15)€(6.16) prave kdyz

u(t) = o —l—/t f(s,u(s))ds (6.17)

pro kazdé t € I.
Pravou stranu f soustavy v tloze (6.13) lze interpretovat jako smérové pole:

Definice 6.2. (Smérové pole) Necht J x D je definiéni obor pravé strany f rovnice
(6.12). Smeérové pole je graf zobrazent

{t]eRlxR”M [1 € R' x R™. (6.18)

x f(t,x) }

Smérové pole popisuje premisténi zadaného vektoru (¢, x) do pozice (¢, z)+(1, f(t, z)).
Nové pozice je superpozici puvodniho vdzaného vektoru (t,x) a smérového vektoru
(1, f(t,x)). Smérovy vektor méa normalizovanu prvni slozku.

MuZeme si myslet, ze v kazdém bodé (¢t,x) € J x D je k dispozici informace
jakym smérem se dat. V numerickych metodach dostavame tuto informaci jenom
Cas od Casu (v diskrétnich ¢asech).

Potiebujeme tvrzeni, které zaruci existenci a jednoznacnost feseni pocatecni tlohy
(6.15). Pouhé spojitost pravé strany f, t.j. predpoklad (6.14), nestadi:

Definice 6.3. Necht f : J x D — R™, f € C(J x D,R"). Rikdme, Ze f je
Lipschitzovsky spojita na J x D, jestliZe existuje konstanta L > 0 tak, Ze

1f(tz) = fE I < Lz =yl (6.19)

pro kazdé t € J a kazZde x,y € D.
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Véta 6.1. (Lokalni existence a jednoznacnost) Necht f je Lipschitzovsky spojitd
na J x D. Potom pocdtecni dloha (6.13) je lokdlné jednoznacné tesitelnd t.j. pro
kazdou pocdatecni podminku (to, xo) € J x D plati:

Existuje otevreny interval I C J obsahugici tg € I, a funkce u € C'(I,R") tak,
Ze vektorovd funkce t — u(t) je prdvé jediné teseni rovnice (6.15) na intervalut € I,
které spliiuje pocdatecni podminku (6.16).

Dukaz Véty 6.1 lze najit napi. v [7], Véta 11.1.1. na str.202 (lokalni existence) a
Véta 11.1.5. na str.211 (jednoznacnost). Ditkaz prvni z citovanych vét je zaloZen na
konstrukci aproximativnich ptiblizeni presného feseni. Tedy na numerické metodé.
Ptijde o Eulerovu metodu, presnéji jeji geometrickou interpretaci: tzv. Fuleruv graf.
Eulerovu metodu budeme definovat v tivodu néasledujiciho odstavce. O

Véta 6.1 tvrdi, Ze existuje operator ¢, ktery kazdé poc¢atecni podmince (%o, xg) €
J x D pritazuje feSeni

u(t) = o(t, to,z0) € R", tel (6.20)

pocétecni ulohy (6.15) & (6.16) na otevieném intervalu I, I C J. Interval I zavisi
na volbé pocate¢ni podminky (tg, z¢) € J x D. Intervalu I fikdme interval existence.

Poznamka 6.2. Je mozné, za trochu silnéjsich predpokladi (lokdlné Lipschitzov-
sky spojita f), najit maximdlni interval existence, ktery obsahuje I. Viz [7], Véta
12.1.1., str. 218.

Operatoru ¢, viz (6.20), fikdme tok vektorového pole. Vektorové pole je synony-
mum pro smérové pole, a to je synonymum pro pravou stranu f diferencidlni rovnice.
Operator toku vektorového pole modeluje evoluci v R™.

Definice 6.4. (Trajektorie, Fazova kiivka) Uvazujme pocdtecni ulohu (6.13). Necht
@ je prislusny tok vektorvého pole, (6.20). Necht I je interval existence. Kiivce

t €I (t, ¢t ty,70)) € R x R"
rikdme trajektorie. Fazova kiivka je projekce trajektorie do stavového prostoru:
telr— ¢t tg,9) € R".

Priklady jsou na Obrazcich 6.1, 6.5 a 6.6.
Vime, zZe za predpokladid Véty 6.1, operator ¢ existuje. Lze ¢ zkonstruovat?
Jenom ve vyjimecnych piipadech:

Priklad 6.3. UvazZujme jednodimenzidlni pocdatecni ulohu
= ft,x)=ax, x(ty) =0,
kde a € R je parametr. UkdZeme, Ze

u(t) = ot to,x0) = et=to) g0
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Obrazek 6.7: Eulerova metoda s krokem 7 = 0.5. Eulertiv graf.

Postup znédme z analyzy: ReSime rovnici 2’ = ax. Separaci proménnych, a integraci
) )

dx dx

— =at, —=ua / dt
dt x

dostaneme, Ze Inz = at + C', kde C' je integracni konstanta. Konstantu C' urc¢ime z

pocateéni podminky a odvodime formuli pro obecné resent & = e*t—t0) .

Rikame, Ze rovnici ' = ax integrujeme. Konstrukce operatoru ¢, zaloZena na
integraci rovnice (6.15), mtize byt komplikovand nebo neni prosté znama.

Budeme rozvijet postupy, které tok vektorového pole pouze aproximuji, ale s
chybou, kterou lze predem odhadnout. Tyto techniky lze chapat jako numerickou
integraci soustav obycejnych diferencidlnich rovnic. V nasledujicim odstavci probe-
reme tzv. jednokrokové metody, které tvori dilezitou tfidu metod numerické inte-
grace ODEs.

6.3 Jednokrokové metody

Nagim cilem je numerické FeSeni pocatecni tlohy (6.13): Hleddme feSeni wu(t) =
o(t, to, xg) na zadaném konecném uzavieném intervalu ¢ € [to, T]. Déle budeme
predpokladat, Ze prava strana f je dostatecné hladka.
Prototypem metod vySetfovanych v této kapitole je Eulerova metoda (1768):
Uvazujme déleni
{tj};\[:o , tj+1 > tj , tn=T, (621)

intervalu [t, T]. Cas ty je uréen pocateéni podminkou (6.13); N je pocet délicich
bodii.
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Definujme posloupnost {u; }j.V:O pomoci rekurence

Uj+1 = Uj + (tj+1 - tj>f<tj, Uj) . (622)
Piitom j-ty prvek posloupnosti, u; € R", je interpretovan jako aproximace stavu
u(t;) € R™ v Case t;.
Pro ilustraci, feSme rovnici 2’ = 0.3 z sin(t —4/3) s poc¢ateéni podminkou z(1) =
2. Reseni u(t) hleddme na intervalu [1, 3], viz Obrazek 6.7. Uvazujme ekvidistantni
(rovnomérné) déleni intervalu. Tedy, ¢;41 —t; =7, 7 =1,..., N. Polozme 7 = 0.5.
Potom N = 4. Numerické FeSeni pfedstavuji dvojice [t;,u;] € R' x R™ pro j =
0,..., N, které jsou generovany rekurenci (6.22). Pokud potfebujeme aproximovat
feSeni v Casech t; <t < t;1;, pouzijeme linearni interpolaci:

|:t }%M{tj}_}_i{tfrl}. (6.23)
u(t) tivr =15 [ U tipr =t [ Uj+

Tato interpolace je na Obrazku 6.7 znazornéna teckované. Piislusné krivce se fika
Fuleriv graf. Pokud nejsme s aproximaci feSeni spokojeni, pak je tfeba zmensit
¢asovy krok 7 nebo zvolit presnéjsi metodu. A pravé o tom bude tato kapitola.

Ale vratme se jesté k Eulerové metodé. Iterace (6.22) ve stavovém prostoru R”
1ze ekvivalentné zapsat také v ”¢asoprostoru” R! x R™:

A Rt S Pl

Tyto iterace maji ndzornou geometrickou interpretaci. Pfipomenme pojem smérové

pole, viz Definice 6.2. Uvazujme piimku v R! x R”, ktera vychézi z [ 173 } ve smeru
J
{ L ] , viz (6.18). Pfimka mé parametrické vyjadieni
f(t5,u)

t; 1
TER1|—>|‘j:|+T|: }ERIXR”.
U f(ty,u;)
Potom j + 1-ty krok procesu (6.24) odpovida volbé 7 = t;1 — t;.

Budeme definovat jeden krok obecné metody. Srovname ji s tokem vektorového
pole. Pfipomenme tok vektorového pole ¢, viz (6.20), u(t) = @(t, tg,zo), t € I.
Dvojici (to, zo) € J x D ozna¢me (t,z) € J x D. Existuje otevieny interval I tak, ze

ult+7)=pt+r7tx), TEIL. (6.25)
To je tvrzeni Véty 6.1, formulované pomoci toku vektorového pole. Poznamenejme,

ze ¢(t,t,x) = x. Pro kazdou dvojici (t,z) € J x D definujme 2z’ € R™

¥ = lim S (6t + 76, 7) — 2) = f(t,2). (6.26)

T—0 T

Rikdme, Ze 7’ je okamZita rychlost v bodé (¢, z). Forméln{ zapis (6.13) ma ted presny
smysl.
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ot+ 1,1, %)

W+ 1,t, %)

t t+ 1

Obrazek 6.8: Jednokrokova metoda. Diskrétni tok (¢ + 7,¢,x) vs. presné FeSeni
o(t+ 1,t,x).

Definice 6.5. (Jednokrokova metoda) Necht f je Lipschitzovsky spojitd na J x D.
Necht zobrazeni ) : J x D x R! — R,

teJ,ze€eD, 7>0 —— Y({t+T1,t,x) e R", (6.27)
v kazdém bodé (t,x) € J x D spliiuje podminku konsistence:

L Y+t ) -
77Z)(tat7x)_71_1£n0 -

= f(t,x). (6.28)

Potom operdtoru i rikejme diskrétni tok vektorového pole f a parametru T Tikejme
casovy krok. Diskrétni tok definuje jednokrokovou metodu.

Na Obrazku 6.8 je idea jednokrokové metody. Definice 6.5 dava navod

[H - {w(t:tjt,x)} ’ (6.29)

jak prejit od aproximace feseni v Case t k aproximaci feseni v Case t + 7. Rekurenci
(6.29) vytvorime posloupnost aproximaci feseni v diskrétnich casech {t; };.V:O, tiy1 >
.

Budeme specifikovat t¥i jednokrokové metody:
Definice 6.6. (Eulerova metoda, 1768) Necht f je Lipschitzovsky spojitd na J x D.

Necht (t,x) € J x D, 7 > 0. Polozme k1 = f(t,z). Definugme
Yt +T1,t1) =T+ TR . (6.30)
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To je jenom jiny zapis metody (6.22).

Definice 6.7. (Rungeho metoda, 1895) Necht f je Lipschitzovsky spojitd na J x D.
Necht (t,z) € Jx D, 7 > 0. PoloZme ki = f(t,r), ke = f(t+ 5,2+ Fk1). Definujme

Yt +T1,t, 1) =2+ Tk (6.31)

Definice 6.8. (Rungeho-Kuttova metoda, 1901) Necht f je Lipschitzovsky spojitd
na J x D. Necht (t,x) € J x D, 7 > 0. PoloZme ry = f(t,x), ko = f(t+ 5,2+

Th1), kg = f(t+ 5,0+ Tro), Ky = f(t+ 7,2+ 7K3). Definujme

1 1 1 1
t t,x) = — - — - ) 6.32
w( + 7, ,1’) $+T(6I€1+3/€2+3/€3+6/€4) ( )
Poznamka 6.3. Srovnejme: Jeden krok Eulerovy metody nds stoji jedno vycisleni
pravé strany. Jeden krok Rungeho metody nds stoji dve vycisleni pravé strany. Je-
den krok Runge-Kuttovy metody nas stoji ctyri vycislent pravé strany. Co ziskame
aplikaci ”drazsi” metody?

Definice 6.9. (Lokalni diskretiza¢ni chyba, fad metody) Predpoklidejme, Ze f je
Lipschitzovsky spojitd na J x D. Necht ¢ je prislusny operdtor toku vektorového pole
f. Zvolme (t,x) € J x D a ¢asovy krok 7 > 0. UvaZujme jednokrokovou metodu:
Necht (t + 7,t,x) je diskrétni tok vektorového pole f, viz (6.27).

Lokdlni diskretizacni chyba metody v bodé (t,x) a pro zvolené T je definovdna
jako

dit+7,t,x) = |lp(t +7.t,2) =t +7,t,2)| . (6.33)

Pokud existuje prirozené cislo p > 1 tak, Ze
dt+7,t,z) = O("*") proT —0, (6.34)

rikame, Ze metoda je Tadu p v bodé (t,x).

Véta 6.2. Plati:

1. Jestlize f € C*(J x D,R"™), potom Eulerova metoda je ¥adu p =1

2. Jestlize f € C*(J x D,R™), potom Rungeho metoda je Fidu p = 2

3. Jestlize f € C*J x D,R"), potom Runge-Kuttova metoda je fadu p =4
v kazdém bodé (t,x) € J x D.

Dukaz Necht f € C'(J x D,R"). Necht (¢,x) € J x D. Uvazujme Taylortv rozvoj
toku vektorového pole vzhledem k 7. Staci uvazovat prvni dva ¢leny:

pt+7.t,x)=ax+7f+0(%), f=f(tx). (6.35)
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Z definice Eulerovy metody, viz (6.30),
Y+ tr)=c+Tri=x+7f, f=f(tx).

Proto diskretiza¢ni chyba metody, viz (6.33), je fadu d(t + 7, ¢, 2) = O(7?).
Dikazy zbyvajicich tvrzeni o fadu Rungeho metody a fadu Runge-Kuttovy me-
tody vyzaduji vydéisleni dalsich ¢lenti Taylorova rozvoje (6.35). Napf. v pripadé
Runge-Kuttovy metody je nutné analyzovat dalsich sedm ¢lend rozvoje. K tomu
je tfeba dalsich technickych tprav (napf. pfevodu soustavy na autonomni systém,
ktery nezavisi explicitné na ¢ase t). Omezime se proto na citace vysledku: napt. [8],
Kap. 4, Theorem 4.18, str. 143. O

Na zavér udélame experimentalni srovnani Eulerovy metody a Runge-Kuttovy
metody. Jako testovaci tilohu volime linearni oscilator ((6.7) & (6.8), viz Obréazek 6.5)
Pouzijeme ekvidistantni déleni s krokem 7 = 0.05 (Eulerova metoda) resp. 7 = 0.2
(Runge-Kuttova metoda). Vzhledem k Poznamce 6.3, soutéz obou metod ma rovné
podminky. Srovnani je na Obrazku 6.9: Numerické feseni vlevo kvalitativné neodpo-
vida oc¢ekavani, protoze netlumené osciluje. Netlumenych oscilaci se zbavime, pokud
zvolime 7 dostate¢né malé (napf. 7 = 0.01). Z tohoto experimentalniho srovnani
vychéazi Runge-Kuttova metoda jako podstatné efektivnéjsi.

150 T T T 8

100+

50

-100

-150

Obrazek 6.9: Linearni oscilator, prvni slozka feSeni u; vs. ¢as t. Eulerova metoda
s krokem 7 = 0.05 (vlevo). Runge-Kuttova metoda s krokem 7 = 0.2 (vpravo).
Parametry b =9, ¢ = 10, w = 2.5.

Vztah mezi pfesnym FeSenim a numerickym feSenim pocatecni ulohy (6.7) &
(6.8) budeme zkoumat v nésledujicim odstavci. Chyba metody bude zaviset na fadu
pouzité metody, (6.34).

Poznamka 6.4. Model linedrniho oscilatoru ((6.7) & (6.8)) umime integrovat t.j.
nalézt explicitni formuli pro tok vektoroveho pole . Pro specifickou volbu parametri
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b =29, c=10, w = 3, reseni pocatecni ulohy netlumene osciluji. Dochadzi k tzv.
rezonanci. Takové Teseni pripomind numerické reseni na Obrdzku 6.9 vlevo.

Vime tedy, Ze netlumené oscilace jsou moznym kandidatem na rTeseni. Jde o
to, zda numericky zjisténé netlumené oscilace jsou numerickym artefaktem, jako na
Obrazku 6.9 vilevo, nebo odpovidaji realite.

Z toho plyne obecné pouceni: Numerickeé vypocty je treba kriticky zkoumat ze
vsech stran.

6.4 Analyza konvergence

Na intervalu [tg, 7|, numericky Fesime (integrujeme) poc¢ate¢ni tlohu (6.13). Pouzi-
vame jednokrokovou metodu (6.27).
Formulace hlavniho vysledku si vyzada zavedeni nového pojmu:

Definice 6.10. (Piirtustkova funkce) Necht f je Lipschitzovsky spojitd na J X D.
Necht 1 je diskrétni tok vektorového pole (6.27). Pro kaZdét € J,x € D, 7 >0
polozme

Yt +T1,tr)—x

U(t,z,7) =
-

eR". (6.36)

Funkci W se rikd prirustkovd funkce metody.

Defini¢ni obor piirtistkové funkce je odvozen z defini¢niho oboru diskrétniho
toku vektorového pole. Rozeberme situaci podrobnéji: Nejprve si uvédomime, ze 1ze
zajistit existenci kompaktni podmnoziny K € D téchto vlastnosti:

1. [ty,T] x K obsahuje celou trajektorii.

2. Pravéa strana f je Lipschitzovsky spojita na [to, T| x K. Oznac¢me L konstantu
Lipschitzovské spojitosti, viz (6.19).

Defini¢ni obor piirtstkové funkce W jisté obsahuje kompakt [tg, 7] x K x [0, 7],
pokud 75 > 0 je dostate¢né malé. V tomto oboru je pfirtistkova funkce ¥ spojita:

U e C([to, T) x K x [0,7]),R"). (6.37)

Predpokladejme, ze W = (¢, z, 7) je dokonce Lipschitzovsky spojita v proménné x,
t.j. existuje konstanta A > 0 tak, ze

W (t,x,7) = W(t,y, 1) < Al -y (6.38)
pro kazdé x a y z K kazdé t € [ty, T| a kazdé 7 € [0, 79).

Pozdéji se ukaze souvislost mezi konstantou A a konstantou L Lipschitzovské
spojitosti funkce f. Proto predpoklad (6.38) je ¢asto automaticky splnén.
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Véta 6.3. (Konvergenéni véta) UvazZujme pocdatecni ulohu (6.13). Necht fesent exis-
tuje na intervalu [ty, T|. UvaZujme jednokrokovou metodu (6.27) s tim, Ze prirustkovd
funkce splriuje predpoklady (6.37) a (6.38). Necht

1. u(t) = p(t, to, o), to<t<T
2. {t;}Ly, tipm—tj=7, ty<T
{u; 300 ¢+ wjp = uy + 7 U(t,uy,7)
S dt+ 7, tult) <CrPH )t <t<T
Potom
Aty —to) — 1
A

Drive nez pristoupime k dikazu, uvedme nékolik poznamek:

HU(tJ)—UJHS CTp, toStJST, jIO,l,,N (639)

Poznamka 6.5. (k formulaci konvergen¢ni véty)

ad 2. Jeden krok metody (6.29) lze zapsat pomoci pririustkové funkce
Bt +7t2) = o + 7Yt 2, 7).

Predpokldadame ekvidistantni deleni s krokem T > 0. Rekurzivnim pouzitim me-
tody dospéjeme k posloupnosti pribliznijch resent {uj}é-vzo v diskrétnich casech
{ti}io-

ad 3. Predpoklad se tyka odhadu diskretizacni chybu podél celé trajektorie. Jde o
kvalitativni prepoklad. Hodnotu konstanty C' nelze zpravidla odhadnout. Jest-
lize napr. f € CP(J x D,R™), potom takovd konstanta existuje. To vypljvd
z Véty 6.2, kterd je skriptu formulovand pro tri konkrétni metody, ale lze ji
dokdzat pro velkou tridu jednokrokovych metod.

Dukaz VySetfeme vztah mezi dvéma po sobé jdoucimi ¢leny posloupnosti u(t;11),
u(t;) a posloupnosti u;iq, u;. Z definice,

ultiv) = ot +7t5,u(ty)),
wiyr = u;+ 71V, u,T).
Chceme odhadnout rozdil ||u(t;;1) — uj41|| na zédkladé rozdilu dvou predchidct t.j.,
||u(t;) — ;|| Plati:
w(tipn) —ujn = @t + 7,5, u(t;) -
—ulty) — V(L u(t;), T)+
+u(t;) + TV(t, ult;), 7)—

—Uj — T\I’(tj,uj',’i') .
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Pouzitim trojihelnikovych nerovnosti, a pfedpokladu (6.38), dosp&jeme k odhadu
u(tjsr) —ujsall < lo(t + 785, u(t;) —ulty) — 705, ulty), 7)1+
Fu(ty) — u|| + 7|V (5, ulty), 7) — W(t;,uy, 7)|] <
< CrP 4 (T4 7A) [|u(ty) — uy4]] -

Polozme
€jE||U(tj)—Uj||, j:O,]_,N

Cislo ¢; je celkova chyba aproximace trajektorie v ¢ase ¢;. Shriime, 7e

gir1 <(1+7A)eg; +CrP 0 j=0,1,...,N—1. (6.40)

Cilem je odhadnout ¢;. Rekurzivné pouzijeme (6.40) v tom smyslu, ze odhadneme
g1 na zakladé €y, €2 na zakladé €1, atd. aZ €, na zakladé €;_;. Dostaneme posloupnost
nerovnosti:

g1 < (1+7A)gy+ CrPHl | (1 +7A)!

E9 S (1+TA)€1+CTP+1 | '<1+TA)j_2
€j—2 < (1+TA)€j_3+CTp+1 | (1+TA)2
g1 < (L+7A)g 2+ O [ (1+7A)

gj S (1+TA)€J'71+CTP+1

Vytvorime vpravo naznacené linedrni kombinace, a nerovnosti secteme. P¥ipomenme,
ze g = 0 v souladu s pocatecni podminkou. Dojdeme k zavéru, ze

_ i_
g <1+ (1+7A)+ ... +(1+7A)7h Cfp“:%

kde vpravo jsme secetli geometrickou fadu. K odhadu mocnin (1 + 7A)7 vyuZijeme
exponenciely. Plati totiz, ze

p+1
crPm

1—|—TA§eTA, T>0.

Proto
1+7AY —1 EA | Alts—to) 1
€j_—( +TA) orr <2 X crr=2" _—- A c¢r?, j=0,1,...,N,
coZ je jiny zapis tvrzeni (6.39). O

Véta 6.3 plati pro libovolnou jednokrokovou metodu v, pro kterou existuje pti-
rustkova funkce W viz (6.36), a ¥ je navic Lipschitzovsky spojita, viz (6.38). V Od-
stavci 6.3 jsme jako priiklad jednokrokové metody uvedli Eulerovu metodu (6.30),
Rungeho metodu (6.31) a Runge-Kuttovu metodu (6.32). Pro kazdou z nich exis-
tuje prirtastkova funkce, ktera je Lipschitzovsky spojita. Toto tvrzeni dokazeme pro
Rungeho metodu s tim, ze pro dalsi metody se postupuje analogicky.
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Lemma 6.1. Uvazujme Rungeho metodu, viz (6.31). Necht f € C([to, T],R™). Necht
f je Lipschitzousky spojitd t.j. existuje L > 0 tak, Ze

1F(t2) = iyl < Lz =y

pro kazdé t € [to,T] a kaZdé x,y € D. Potom priristkovd funkce ¥ je jednoznacné
definovand,

U(t,x,T) Ef(t—l—%,x—i-gf(t,x)) )

Funkce W = W(t,x,7) je Lipschitzovsky spojitda v druhém argumentu s konstantou
A=1L (1 + E)
2
Dikaz Formuli pro ¥ dostaneme piimo z definice Rungeho metody (6.31). Necht
t € ty, T], x,y € D aT>0.Potom
H‘I’(t,]), T) - \I[(t y77—)|| =

ru@+2x+ @) = (t+ 5= 5 Fw) 1l <

< L+ flta)—y— 2 f(ty)ll <
< Llle =yl + GLIf (1 2) ~ (1)l <
< L(L%é)ux—w.

OJ

Na zavér uvedeme dvé poznamky:

Poznamka 6.6. (Apriorni odhad) Veéta 6.3 odhaduje chybu ||u(t;) —u;|| numerické
aprozimace feSend v disktétnich casech {t;}_,. Od numerické integrace nemizeme
ocekdvat vic. Chceme-li odhadnout vzdalenost mezi presnym a pribliznym Tesenim
v zadaném case t; <t < t;.1, muZeme pouzit linedrni extrapolaci, viz (6.23). Pro-
gramy, ktere graficky zbrazuji numerické resent, tuto mozZnost automaticky vyuzivagi.
Vetu 6.3 lze interpretovat jako apriorni odhad globdlni chyby Teseni: AniZ bychom
numerické teseni pocitali, predem (t.j. apriori) jsme schopni vyslovit soud o kvalité
numerického reseni. Konstanty C', A a L sice fakticky nezndame, ale vime, Ze chyba
reseni zavist na délce kroku T, na radu p zvolené metody, a také na hladkosti prave
strany f.

Poznamka 6.7. (Aposteriorni odhad) Je mozné ovlivnit presnost numerického
reseni behem vypoctu? Pomohlo by napr., kdybychom v zadaném case t; dokdzali
odhadnout velikost lokdini diskretizacni chyby d(t; + 7,t;,u;). To je mozné za cenu
dodatecné investice: Vycisleni jednoho kroku metody, ale pro dvé volby délky kroku T
a 27. Z diference obou vysledki odhadneme poZadovanou informaci o lokdlni diskre-
tizacni chybé. Tuto informaci jsme ziskali aposteriori, t.j. _ze zkusSenosti, v nasem
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pripadeé z porovndni dvou numerickych experimenti. Na zdkladée aposteriorni infor-
mace lze navrhnout strategii pro adaptivni volbu kroku T, viz napt. [6], str. 574, [8],
Kap 5, Algorithm 5.2, str. 194. V algoritmech numerické integrace ODEs v systému
MATLAB se standartné vyuzZivd adaptivni volba délky integracniho kroku 7.
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Kapitola 7

Problém vlastnich c¢isel

Necht A € R™ ", P¥ipomenme se zakladni pojmy:

Definice 7.1. (Charakteristicky polynom) Necht A € R™ ™. Definujme funkci

p=p(2),
z € C' — p(z) = det(z] — A) € C,

kde I € R™ "™ je identita. Funkci p Tikdme charakteristicky polynom.

Lze ukazat, ze p(z) je polynom stupné n s redlnymi koeficienty. Koeficient u nejvyssi
mocniny je jednicka.

Definice 7.2. (Vlastni ¢islo, spektrum matice) Necht A € R"™*" necht p = p(z)
je prislusny charakteristicky polynom. Jestlize A\ € Cl! je korenem polynomu p t.j.
p(A) = 0, potom Tikdme, Ze X\ je wvlastni éislo matice A. Oznacme o(A) mnoZinu
vSech vlastnich cisel matice A. Mnoziné o(A) rikejme spektrum matice A.

Protoze polynom (s obecné komplexnimi koeficienty) stupné n > 1 mé v kom-
plexni roviné pravé n kofeni (pocitame-li kazdy koren tolikrat, kolikréat je jeho néa-
sobnost), potom charakteristicky polynom p = p(z) ma n kofent, a tedy

O(A):{)\177>\n}a AJGO-(A>, ]:1,,7’L
Navic, polynom p = p(z) mé redlné koeficienty. Proto
ANeo(A)=ea(A).

To znamend, Ze komplexni vlastni ¢isla jsou ve spektru o(A) zastoupena v komplexné
sdruzenych parech.

Definice 7.3. (Vlastni vektor) Necht A € R™™. Necht A € o(A). Nenulovému
vektoru & € C", ktery splnuje podminku

AL = \E

se Tika vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu .
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V této kapitole probereme nékteré numerické metody feseni problému vlastnich
¢isel. Tim se rozumi problém nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektord zadané
matice A € R™". Je to velmi obtizny problém numerické linedrni algebry, viz
napf. [4, 3].

Omezime se na tzv. symetricky problém vlastnich ¢isel. Budeme pfedpokladat, ze
matice A € R™" je symetricka, t.j. A = A", Tento predpoklad znamen4 podstatné
zjednoduseni problému.

Vé&ta 7.1. (Schurova véta) Nechf A € R™" A = AT. Potom ezistuje ortonormdlni
matice () € R™™" tak, Ze

AQ=QD. (7.1)
kde D € R™" je diagondlni matice
A
D = . (7.2)
An
Dukaz viz napf. [4], Theorem 8.1.1, str. 393. O

Pripomenme, ze ortonormalni matice () je regularni ¢tvercova matice, pro kterou
Q' = QV, viz Definice 2.1.
Necht Q(:, j) = ¢; € R" je j-ty sloupec matice Q). Z (7.1) plyne, ze

Ap; = Ajp; (7.3)

pro j = 1,2 ..., n. Z vlastnosti matice () plyne, viz Definice 2.1, zZe
<PiT90j =0y - (7.4)
To znamena, Ze ||¢;|| = 1. Podle Definice 7.3, ¢; je vlastni vektor, ktery od-

povida vlastnimu ¢islu A;. Navic, ¢; € R™ je redlny vlastni vektor, ktery odpovida
realnému vlastnimu ¢islu A;.
Ukéazali jsme, ze

o(A)={\,..., ), NERY, j=1,....n. (7.5)

Bez Gjmy na obecnosti lze vlastni ¢isla A; (a odpovidajici vlastni vektory ¢;, t.j.
sloupce matice Q) usporadat tak, aby

ALl = A = - > [N > ] (7.6)

Jinymi slovy, plati tvrzeni Véty 7.1 s dodatecnou podminkou (7.6).
Diky vlastnosti (7.4), vektory ¢; € R", j = 1,...,n, tvoii ortonormalni bazi
prostoru R”,

R™ = span {1, 02, -, ©n_1,Pn} - (7.7)
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Pro kazdy vektor x € R, z = (z1,...,2,)"

(ai,...,a,)T tak, 7e

, existuje pravé jeden a € R", a =

n

T = Z aj ;- (7.8)

Jj=1
Matice () reprezentuje prevodni vztah mezi kartézskymi soufednicemi z € R" a
novymi souradnicemi a € R™:

Qa=z, Qlz=QYr=a.

V celé kapitole pfedpokladame, ze A € R™*" A = AT. Vlastni ¢isla \; € R! jsou
usporadana podle velikosti, viz (7.6). Odpovidajici vlastni vektory ¢; € R"™ jsou
normalizovany, t.j. ||¢;|| = 1.

7.1 Mocninna metoda a jeji modifikace
Definice 7.4. (Dominatni vlastni ¢islo) Necht

Dl > ol = oo 2 ] = Al (7.9)

Potom tikame, Ze Ny € 0(A) je dominatni vlastni ¢islo. Prislusnému vlastnimu vek-
toru 1 € R™ mikame dominatni viastni vektor.

Odvodime metodu, ktera aproximuje dominantni vlastni ¢islo a prislusny vlastni
vektor. Analyzujme oddélené ptipady, kdy dominatni vlastni ¢islo A\; bude kladné
(Lemma 7.1) resp. zdporné (Lemma 7.2).

Lemma 7.1. Necht

Necht je ddino ¥ € R", 2 £ 0. Uvazujme rozvoj (7.8) t.j., (0 = D1 G Pj
Necht ay # 0. Definujme posloupnosti

(201} 40 e R ;) = Az (7.11)
(k)
+o0o n X
||z )|
Plati: a T

1

SO = B ) =, (7.13
1

pro k — 400.

110



Dikaz Z definice posloupnosti (7.11) indukci odvodime, Ze
.’L'(k) pr— A‘Z'(kil) fr— AQx(k72) = e e . — Akx(o) .

Vyuzitim rozkladu (7.8),
gk = AR = Ak Zajcpj = ZajAkwj = Z aj)\;?gpj .
j=1 j=1 j=1

Zde jsme vyuzili definice vlastniho ¢isla Ap; = Ajp,. Je tfeba se uvédomit, ze
Ap; = A(Apj) = A(Njp;) = A, Induked, APp; = Mg,
Formuli pro ) dale upravujme:

2 ® = Y N = Mo + X, apMe, =
k
nooaj [N
= al)\]f (901 + ijz i (A_i) SQ]) =
= al)\’f 2k,

kde z, € R*. Poznamenejme, 7e z predpokladu dominance (7.9) plyne, Ze pokud
2 < j < n, potom

A\
<)\—]) —0 pro k— +o0. (7.14)
1
7 definice vektort z, potom plyne, ze
2 — 1 pro k — +oo. (7.15)
Z definice (7.12),
(k) 2k
(k) _ T o CL1 1 Zk
Hz® - an] [AF]]]z5l]

V dusledku pfedpokladu (7.10) je % = 1. Z konvergence (7.15) plyne konvergence

y® — \Z_h ©1 pro k— +o0. (7.17)

Tim je dokazana prvni ¢ast tvrzeni.
7Z (7.17) dostaneme, ze Ay®®) — )\ o 1. Tedy, ze i

(y*™)TAY"Y — Npfer =M pro k— +oo. (7.18)
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Lemma 7.2. Necht

Necht je dino ¥ € R”, (0 #£ 0. Uvazujme rozvoj (7.8) t.j., (0 = D i1 4GPy

Necht a; # 0. Definujme posloupnosti {x(k)}Z:) a {y(k) zj) podle (7.11) a (7.12).
Plati: a a
1 1

y® - [ar] P17 yFH = —— (7.20)

prol — 400 a
T
(™) Ay® — N (7.21)

pro k — +00.

Dtikaz Generujeme posloupnost {m(k)};rj) rekurenci (7.11). Postupujeme jako v
pifpadé ditkazu predchoziho lemmatu: Definujeme 2, € R” tak, ze 2*) = a;\Fz,. Z
(7.14) vyplyva (7.15).

Generujeme {y(k)}::g podle (7.12). Zjistime, ze plati (7.16). Pfi vyhodnoceni
y*) zdlezi na tom, zda index k je sudy nebo lichy: V diisledku pfedpokladu (7.19)

22 A2+
je |)\—%l’ =1la P\%l—+1| = —1. K vyroku (7.20) o konvegenci dospé&jeme analogickou
argumentaci jako k vyroktim (7.17) a (7.18). O]

Algoritmus 7.1. (Mocninné metoda) Ddno: v € R”, |[v9|| = 1. Definujeme
posloupnosti {v(k)}zozo a {/\(k)}Zozl rekurenct

w(k_l) — Av(k_l)
(k=1)
o = (7.22)
[ lw =1
AR = ()T Ay

Posloupnost {w(k)} nas nezajima. Je to pomocné posloupnost. Ukadzeme souvis-

k=0
lost mezi posloupnosti {v(k)}zozo, kterou generuje Algoritmus 7.1, a posloupnostmi
{x(k)};ozo a {y(k)};io, kterych se tyka Lemma 7.1 resp. Lemma 7.2. Nejprve jedno

pripomenuti:

Poznamka 7.1. Nechf A € R™", ¢ € R", q # 0. Necht r € R, r > 0. Potom
A(rq) =rAq a ||A(rq)|| = r||Aq||. To znamend, Ze

Alrq) _ rAq _ Aq

1A(r)[| - rllAgll (| Agl]
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(0)
Nechf 2 € R*, 2(® = 0. Necht v(®) = L Definujme posloupnosti {z*)} ™
||| h=0
a {y(k)}zozo podle (7.11) a (7.12). Definujme posloupnost {v(’“)}z.;o podle (7.22).
Indukci Ize dokazat, ze
Vi = Yk k:(],l, (723)

P1i dikazu uplatnime Poznamku 7.1.

Véta 7.2. (Konvergence mocninné metody) Necht v(® € R", |[v®|| = 1. Predpo-
klddejme, Ze (V)T o, # 0. UvaZujme posloupnosti {v(’“)}zozo a {)\(k)}zozo generované
metodou (7.22).

Potom \%) — X,. Jestlize

A > 0, potom v*®) — 1 pro k — +oo
A < 0, potom v — ©; @ v — —p; pro | — +o0.

Dikaz Polozme z(© = v, Definujme posloupnosti {[L’(k)};io a {y(k)}zozo podle
(7.11) a (7.12). Vime, zZe {v(k)}zozo = {y(k)}zozo, viz (7.23). Tvrzeni Véty 7.2 vy-
plyva z Lemmatu 7.1 resp. z Lemmatu 7.2. UkaZeme 7e piedpoklad z(®) = v(© =
> -1 @jpj, a1 # 0 (viz Lemma 7.1 resp. Lemma 7.2) je ekvivalentni pfedpokladu
(VN Ty # 0 (viz Véta 7.2). Plati: o] v(® = T > i1 ajp; = ay. Tedy a; # 0 pravé
kdyz ¢Tv® = (v Ty, £ 0. O]

Poznamka 7.2.

1. Na zdkladé viastnosti (7.14) lze odhadnou rychlost konvergence iteracniho pro-
cesu {U(k)};ozo, viz [3], Theorem 5.6, str. 194: Chybu k-té iterace lze zhora
Ao |* n
21 ke € = (Siylaufan)
1
Kualitativné teceno, ¢im vétsi resp. mensi bude pomer |Xq|/| 1|, tim rychlejsi
resp. pomalejsi bude konvergence.

odhadnout jako C

2. Numerickou metodu casto aplikujeme, aniZ bychom ovérovali predpoklady prislu-
$né konvergencéni véty. Napr. predpoklad (v®)Tp, # 0 Véty 7.2 nelze ovéfit,
aniZ bychom predem znali Tesent, t.5. vektor p1. Nicmeéné by to byla velka na-
hoda, kdyby tento predpoklad nebyl splnén. Rikdme, Ze predpoklad (U(O))Tgol #0
je splnen genericky.

3. Zakoncovact kriterium: Béhem iteract sledujeme napf. residuum r® = Av*) —
AFp®) - Jestlize norma ||r®)|| poklesne pod zadanou mez, iterace ukoncime
s tim, Ze A\ je aprozimaci dominatniho vlastniho ¢éisla Ny a vektor v® je
aprozimaci dominatniho vlastniho vektoru ;.
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Uvedeme metodu inverzni iterace, kterda umozni aproximovat libovolné vlastni
¢islo A\; € 0(A) (a pfislusny vlastni vektor ¢; € R™) na které si ukdzeme. Jak si na
vlastni ¢islo ukdzeme, kdyz spektrum o(A) nezname?

Necht 4 € RY, pu ¢ o(A). Uvazujme \; € o(A). Necht p; € R" je odpovidajci
normalizovany vlastni vektor, t.j.

Ap; = Ngj, el =1. (7.24)

Ztejmé plati:
(A= pl)p; = (A — we; (7.25)
kde I € R™" je idetita. Parametru p se fikd posun spektra.

Matice A — ul € R™ ™ je regularni matice. Dokazeme to sporem: Necht det(A —
pl) = 0. Potom existuje x € R", = # 0 tak, ze (A — ul)x = 0 t.j. Ar = ux. To
znamena, ze vektor x je vlastni vektor, ktery odpovida vlastnimu ¢islu g matice A
t.j., u € o(A). Ale to je spor (s predpokladem p ¢ o(A)).

Proto

(A—pD) o= (N —p) ;- (7.26)
Lze tedy shrnout, ze
NEO(A) &= N—pea(A—pul) <= (N\j—p)te€a(A—ul)™!

s tim, Ze odpovidajici vlastni vektor ¢; € R" je stejny.
Vyjdeme z (7.26). Plati:

(A=pl) ;= (A=pl) T (A=pD) ")) = (A=pD) TN =) ey) = (=) ;.
Indukci 1ze ukazat, ze

(A—pl) ™ o= (N — 1) "y, (7.27)
kde k je libovolné celé cislo.

Budeme definovat dva itera¢ni procesy, které jsou analogické (7.11) a (7.12):
Necht je déno z(© € R", 2© # 0. Uvazujme rozvoj (7.8) t.j., 2@ = 37" a; ;.
Definujme posloupnosti

+oo n — —
{x(k)}kzo ;o a®eRrr s W = (4 — pn) gD (7.28)
(k)
k) Too k n . ky _ L
Na zakladé (7.27) lze ukazat, ze
2 = (A= pD) 2 =3 (N — ) g (7.30)

j=1
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Parametr p ¢ o(A), t.j. posun spektra, je pevné zvolen. Pfedpoklddejme, Ze existuje

A; € o(A) tak, ze
A —ul<h—ul Wneold), if] (7.31)
Ptedpokladejme, Ze 27 je zvolen tak, 7e a; # 0 t.j.
(=), £0. (732)

Budeme postupovat podobné jako v diikazu Lemmatu 7.1. Budeme upravovat
formuli pro z(*):

e ®) = 3 (= ) Faies = (N — ) Fages + 300 (O — ) Faies =

k
— n a; >\— .
= aj(\j —p)7" (%‘ + D it o (Aifﬁf) %) =

= a;(\— )P,

kde z, € R*.
Z predpokladu (7.31) plyne, ze pro kazdy index i = 1,...,n, i # j,
A=\
—0 pro k— +oo. (7.33)
Ai —

7 definice vektort z; potom plyne, ze
2k — 1 pro k — 400, (7.34)

Podle definice (7.29),

k)

( (N —
A 1O\ el DI (7.35)
e ®| - Jagl [(A; = ) ] 2l]

Y

Méme dvé varianty:

(N — )"

1. Jestlize \; > p, potom W =1, a tedy
a/.
y® — ﬁcpj pro k — 4o00. (7.36)
j
. (N —w)?* (A — )+
2. Jestlize \; < p, potom W =1la W = —1, a proto
y® — &%‘a yPry — _&ij pro [ — 4o0. (7.37)
|a;] |a;]
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Pro obé varianty plati, ze
(y(k))TAy(k) — A; pro k— +oo. (7.38)

Algoritmus 7.2. (Inverzni iterace) Ddno: u € R, v(® € R”, |[v(9|| = 1. Definu-
jeme posloupnosti {v(k)}zio a {/\(k)};ozo rekurenct

wkD = (A —pl)Lotk-D

(k=1)

I I (7.39)
| lw ]|

AR = ()T Ay |

Poznamka 7.3. (Implementace kroku (7.39)) P#i vgpoctu w 1) nepocitdame in-
verzi (A— pl)~ v+~ Misto toho, vesime soustavu linedrnich rovnic pro nezndmou

(k=1)
w

(A — pl)w® D ==

Véta 7.3. (Konvergence metody inverzni iterace) Necht je spinén predpoklad (7.31).
Necht (v T, # 0. Potom plati (7.36)—(7.38).

Dikaz Polozme z(© = v, Definujme posloupnosti {x(k)}]jio a {y(k)}zozo podle
(7.28) a (7.29). Vime, ze {v(k)}zozo = {y(k)}zozo, viz (7.23). Z analyzy (7.27)—(7.35)
téchto posloupnosti dospéjeme k tvrzeni (7.36)—(7.38). O

Poznamka 7.4.

1. Obecné (t.j. genericky), iterace konvergugi pravé k tomu vlastnimu céislu \; €
a(A), které je nejblize zadanému posunu u € R spektra matice A. Samozrejmé
v takové pozici muze byt vice prvku spektra.

2. Podobné jako v Poznamce 7.2(3) budeme v kaZdé iteraci (7.39) sledovat rezi-
duum r®) = Av® — XEy®) | Jestlize norma ||r™®|| poklesne pod zadanou mez,
iterace ukoncime s tim, Ze \®) je aprozimact vlastniho ¢isla Aj a vektor o)
Jje aproximaci vlastniho vektoru ;.

Poznamka 7.5. (Aposteriorni odhad chyby) Lze odhadnout vzddlenost |\; — A*)| 2
Nase prani vypadd jako nesmysl, vZdyt \; pocitime a tedy je nezndme. Vzddlenost
I\j — A®)| lze odhadnout na zdkladé rezidua r'®) a dalsiho dodatecného vypoctu. Viz
[3] str. 193-196. Takovému odhadu Tikdme aposteriorni odhad. MuZeme garantovat
chybu vypoctu.

P¥iklad 7.1. Necht

—261 209 —49
A= | =530 422 —98
—800 631 —144

Je zndmo ([4], Example 7.53.1 str. 331), ze o(A) = {\; = 10, Ay = 4, \3 = 3}.
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— A7 = 10.00000001080428 | 17 | err = 0.00000455687055 | A, |

)
= AU6) = 3.00000011474064 | 46 | err = 0.00000846848200 | A
p=3.8 | A2 =3.99999921065176 | 12 | err = 0.00000349633125 | X,
)
)

=795 A28 = 3.99999842130463 | 23 | err = 0.00000699266061 | A,
= A(22) = 10.00000009866281 | 22 | err = 0.00000632478817 | A

Tabulka 7.1: Mocninnd metoda. Inverzni iterace pro u = 0, 3.8, 5, 8.
Veli¢ina err udava aposteriorni odhad chyby. Je mensi, neZ garantované chyba 107°.

Budeme testovat Algoritmus 7.1 a Algoritmus 7.2. Poznamenejme, ze matice A neni
symetricka. Data:

v =1[1,0,0]", garantovana chyba: 107°.

Vysledky experimentu jsou shrnuty v Tabulce 7.1.

7.2 QR metoda

Piipometime predpoklady celé kapitoly: Necht A € R™" A = AT. Oznac¢me o(A)
spektrum matice A. Vlastni ¢isla \; € o(A) jsou realna. Bez jmy na obecnosti je
1ze sefadit podle velikosti v absolutni hodnoté, viz (7.6).

Zkonstruujeme itera¢ni proces

{A(k) l—:i.(o)7 Ak R™™ A0) — A,
ktery bude konvergovat k diagonalni matici
A1
AR
An
pficemz \; € o(A), j = 1,...,n. Vlastni ¢isla \; dokonce respektuji usporadani

(7.6). Budeme schopni aproximovat vSechna vlastni ¢isla A; a odpovidajici vlastni
vektory p; e R", j =1,...,n.

V dalsim budeme potfebovat nasledujici pojem:

Definice 7.5. (Ortonormalni ekvivalence) Necht A € R™™ a B € R"*". Necht
existuje ortonormdlni matice Q) € R™*™ tak, Ze

AQ = QB. (7.40)

Potom tikdme, Ze A a B jsou ortonormdlné ekvivalentni. Pro tento vztah matic A
a B zavedeme oznaceni

A~B. (7.41)
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Ztejmé A ~ B préaveé kdyz B ~ A. Pojem ortonormalni ekvivalence zavadime pro
obecné nesymetrické matice.

Poznamka 7.6. Necht A ~ B, AQ = QB, kde Q € R"™™ je ortonormdlni matice.
Potom
o(A) =0(B). (7.42)

Necht A € o(A). Necht & € C*, ||¢]| = 1, je odpovidagici viastni vektor, t.j.

AE = AE.
Potom
BQT¢ =XQ'¢.
To znamend, %e ¢ = QT¢, ||C|| = 1 je vlastni vektor odpovidajici viastnimu ¢islu
A€ o(B).

7.2.1 QR iterace
Uvazujme nasledujici
Algoritmus 7.3. Necht A € R™", A = AT. Generujeme posloupnosti matic
(AW}, A erP . (QU), QU err
pomoct rekurence: A©) = A,
o definujeme QR-rozklad matice A*~1):
QM RW] = qr(A®D), (7.43)
kde Q) € R™™ je ortonormdlni a R*® € R™™ je horni trojihelnikovd matice,

e poloime
AW = p®) k) (7.44)

Pozadovany QR-rozklad matice A*~1 | viz Véta 2.2, neni jednoznacné uréen. Rov-
nice (7.43) mé formu piikazového fadku v jazyce MATLAB kde qr oznacuje funkci
pifslugného rozkladu. V diisledku rozkladu (7.43) je QW R*® = A*=1) To znamena,
7e R®) = (QW)TA®=D 7 definice kroku (7.44) dostaneme, ze A = R*®) Q) =
(QUNT AK=1) Q) Shriime:

AR — (Q(k))TA(k—l) Q(k) 7 AR AR=1) (7.45)
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Piiklad 7.2. UvaZujme (symetrickou) matici A, viz (7.47). Aplikujme Algorit-
mus 7.3. Po padesdti iteracich dostaneme matici A®Y | viz (7.48). Mimodiagondini
prvky jsou malé,
ACO(i j) <Be—4, i#j.
Diagondlni proky A0 (5,5), 7 =1,...,n,
3.9787, 2.9925, 24883, -—1.9906, 1.4914, 1.0027, —0.4930 (7.46)

jsou serazeny sestupné v absolutni hodnote. Z monotonni konvergence diagondlnich
proki matic A%, k =1,... 50 lze usoudit, Ze posloupnost (7.46) aprozimuje vlastni
cisla A\v, ... \; matice A s presnosti na ¢tyri platné cifry.

T 183 075 —0.01 085 —0.13 —0.64 112 7
0.75 040 0.06 074 045 129  0.23
~0.01 006 173 0.63 080 —070 163
A=| 08 074 063 175 —020 -0.32 -101 (7.47)
—0.13 045 080 —0.20 242 —0.04 —0.22
—0.64 —1.29 —0.70 —0.32 —0.04 0.84 0.43
112 023 163 —1.01 —022 043  0.50

T 3.9787  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 7
0.0000  2.9925  0.0003  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000
0.0000  0.0003  2.4883 —0.0000 —0.0000  0.0000 —0.0000
ABY =1 00000 00000 —0.0000 —1.9906 —0.0000  0.0000 —0.0000 | (7.48)
0.0000  0.0000 —0.0000 —0.0000  1.4914 —0.0000 —0.0000
—0.0000 —0.0000 —0.0000  0.0000 —0.0000  1.0027 —0.0000
0.0000 —0.0000  0.0000 —0.0000  0.0000  0.0000 —0.4930 _

Jak aproximovat prislusné vlastni vektory? Vyuzijeme posloupnost {Q(k)}kf{
Rekurzivni aplikaci rovnice (7.45) dostaneme

AB) = (QW)TAED Q) AB=) — (QU=1)T g2 (k1)

a tedy
AB = (QINT(QU=NT AB=2 =Dtk AKk) o A(K=2)

Indukei zjistime, ze A®) ~ A Konkrétné,
Ak — (Q(k))T o (Q(l))TA(O)Q(l) el
Piitom A = A, Polozme
M® =W . QW k=12 ... (7.49)

Matice M *) jsou ortonormalni, protoze jsou definovany jako soudiny ortonormalnich
matic. Dospéli jsme k zaveru, ze

AM® = (0 A®) A AR (7.50)
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pro kazdé k = 1,2, .... Jestlize posloupnost A®) konverguje k diagonalni matici,

A1
A®) pro k — +o0, (7.51)
An

jak ukazuje Pfiklad 7.2, potom posloupnost ortonormélnich matic { M (k) o, M (k) ¢
R™*™ konverguje k néjaké ortonormalni matici ) € R™*",

M® - Q pro k— +oo. (7.52)

Sloupce matice ) jsou potom vlastni vektory, viz (7.3). Navic, vlastni ¢isla respektuji
usporadani (7.6).
Pro generovéani posloupnosti {M®)} > miizeme pouzit rekurence M = I,

MF) — pp=1) Q(k) ’
kterd vychazi z definice (7.49).

Algoritmus 7.4. (QR iterace) Necht A € R™" A = AT. Definujme posloupnosti
matic
{A(k) 2_:0?] 7 A(k) e R<n : {M(k)}::o?) ’ M(k:) c RV

pomoct rekurence: AQ = A, M©) =],
o definujeme QR-rozklad matice A*~1):
Q" R®] = qr(A®1)y, (7.53)
kde Q) € R™™ je ortonormdini a R*® € R™™ je horni trojihelnikovd matice,

e poloZme
M® = pk=b k) (7.54)

Jestlize
IA1] > [A2| > > A,

potom Algoritmus 7.4 konverguje, t.j. plati (7.51) a (7.52), viz [3], Property 5.9,
str. 202. Nicméné zakladni algoritmus lze vylepsit.

7.2.2 Redukce na tridiagonalni tvar

Necht A € R A = A", Zkonstruujeme (finitnim algoritmem, s omezenym poctem
aritmetickych operaci) matici G € R™", G = G7, ktera je t¥idiagonalni, a ktera
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je ortonormalné ekvivalentni s A t.j. A ~ G. To podle Definice 7.5 znamena, ze
existuje ortonormalni matice N € R"*" tak, ze

AN=NG. (7.55)

Konstrukei tridiagonalni matice G uvedenych vlastnosti se fika redukce zadané sy-
metrické matice A na t¥idiagonalni tvar. Pfedstavime (numerickou) metodu, kterd
vyuziva matic Givensovych rotaci (viz Odst. 2.4).

Priklad 7.3. Uvafujme matici A € R™7, viz (7.47). Matice G € R™7, viz (7.56),
je prislusnd redukce. Pruky matice G na diagondle a obou vedlejsich diagonalach jsou
standartné zaokrouhleny na pét platnych cifer. Ostatni prvoky matice G by meély byt
nulové (v presné aritmetice), ale vhledem k zaokroulovacim chybdm (t.j. v konecné
aritmetice) jsou rovny Fadove 10715, Ortonormdlni matici N € R™7 | kterd vystupuge
v podmince (7.55), nebudeme uvddét.

©1.8300 1.7222 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
17222 0.9567 1.9944 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.9944 0.7416 1.3705 0.0000 0.0000 0.0000

G = | 0.0000 0.0000 1.3705 0.7861 1.4819 0.0000 0.0000 (7.56)
0.0000 0.0000 0.0000 1.4819 1.2965 0.6190 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.6190 1.8255 0.7173

[ 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.7173 2.0337

Pro porozuméni dalsiho vykladu je tieba, aby si ¢tenar pripomenul
e Definici 2.3 Givensovy rotace (pro matice n x n):

Gij e R 1<i<j<n, s parametry ¢,s : ¢ +s°=1.

e Tvrzeni 2.2 o vlastnostostech linearni transformace, ktera je definovana matici
Giji
reR"+— Gijz=ycR".

Pro volbu ¢ = %, ¢ %, r= \/(:1712 + x?) dostaneme, Ze y; =0, y; = 7.

e Piiklad 2.1 konstrukce Q) R-rozkladu zadané matice A.

Modifikujme uvedeny ptiklad na piipad ¢tvercové matice A € R3*3. Hleddme Q €
R3*3 ortonormélni, a R € R3*3 horni trojthelnikovou matici tak, aby Q R = A. V
rozkladu vystupuji matice Ga3 € R3*3 a Gy € R3X3,

1 0 c s 0
G23 = 0 cC S s G12 = —s ¢ 0
0 —s c 0 0 1
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pro konkrétni volby parametrii ¢ a s. Konstruujeme tii transformace
1 1 2

Gég) c R33 ng) c R¥3 . Gég) c R3*3

tak, aby jejich sloZenim vznikla horni trojihelnikova matice R € R3*3,
2) ~(1) ~(1
R = Gé:s) GgQ) Gé:s) Al
Potom
1 2
Q=(Gx)" (G (G5)", QR=A

@ R-rozklad matice A pfimo nesouvisi s redukci symetrické matice na t¥idiago-
nalni tvar. Nicméné, algoritmus redukce pracuje se souciny Givensovych transfor-
maci. Takze vysSe uvedeny ptiklad lze chapat jako uzite¢nou rozcvicku.

P¥iklad 7.4. Nechf A € R334 = AT

aix daiz2 Az
A= Q21 Qg2 (23
a31 dz2 G33

Definujme Gaz € R?*3, s parametry

21 a31 2 2
cC=—, §=—, 7":\/(%14‘“31)-

r r
Necht r # 0. Potom

x % 0
G = G23 A (Ggg)T = x k%
0 * =

je symetrickd, G = G, tridiagondlni. PoloZime N = (Ga3)", viz (7.55).

Rozeberme si celou konstrukeci podrobnéji: Vhodnou volbou parametri ¢ a s,

I 00 ap Q2 Q13 an @iz Q13
G23A = 0 c S 21 Q29 23 = r * *
0 —s c as] Q32 ass 0 * *

Transpozici, a vyuzitim symetrie dostaneme

ai; v O
(GQgA)T = AT(Ggg)T = A(GQg)T = 1o * X
ayz *k  k

Dalsi aplikaci transformace Gss,

apr T 0 ail

r 0
G23A(G23)T = Ggg 1o * X = T
ayz *k k 0

dostaneme nakonec symetrickou matici, coz je zdiraznéno symboly .
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Piiklad 7.5. Necht A € R4, A = A", Redukce probéhne ve trech krocich: PoloZme
AW = A o N =1, kde I je identita 4 x 4. Definujme

[« % % 0]
1 1 * % % % L
G:(s4)A(1)(G:(z4))T = % % % % = A(2)7 N = N(G§>4))T7
| 0 * * = |
[« %« 0 0]
1 ¥ ok ok % 1
GHADGR) = | 0L L L] = AP, Na= NG
| 0 * * = |
[« x 0 0 |
2 2 * % x 0 9
GEHADGE = | g, L .| = G N=NG)
i 0 0 * =* |

Potom
A~G, AN=NG, N= (G (GT(GENHT.

Poznamka 7.7. Alternativni technikou (které se v soucasnosti ddvd prednost) je
Householderova tridiagonalizace, viz [4], Algorithm 8.3.1, str. 415., s kalkulaci nd-

kladu #flops = 4%3. Ndklady redukce na tridiagondlni tvar pomoci Givensovich
rotact jsou zhruba stejné.

7.2.3 QR algoritmus

Budeme sledovat tuto strategii: Zadanou symetrickou matici A € R™*"
1. budeme redukovat na tfidiagonalni matici G € R™*" tak, ze A ~ G,
2. na matici G € R™*" budeme aplikovat QR-iterace.

Vyhoda tohoto postupu: V prvnim kroku platime fixni néklady na redukci G, viz
Pozndmka 7.7. V druhém kroku aplikujeme QR-iterace na matici GG. Jestlize ozna-
¢ime

{gWyfe B err . GO =@ (7.57)
posloupnost QR-iteraci matice G, potom kazdé z matic G* bude t¥idiagonélni a
symetrickd (v pfesné aritmetice, pficemz v konefné aritmerice tento vyrok plati s
malou chybou, fadové rovnou 1071%). Proto sta¢i monitorovat konvergenci diagonal-
nich prvki a prvki na jedné z vedlejsich diagonal matic G*.

Priklad 7.6. UvaZujme symetrickou matici A € R™" z (7.47). V Prikladu 7.3
jsme matici A redukovali na tiidiagondini matici G € R™7, viz (7.56) tak, Ze G ~
A. Uvazujme iteracni proces (7.57). Jako priklad wvddime iteraci GU0, viz (7.59)
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a G wiz (7.60). Teorie zarucuje konvergenci diagondlnich proki diag(G®) €
R” matic G*®) k vlastnim ¢&islim matice A. Registrujeme sice lokdlné monotonni
konvergenci, ale aproximace ruznych vlastnich cisel konverguji s riuznou rychlosti.
V tabulce (7.58) jsou uvedeny slozky vektoru diag(GU0) € R s tim, Ze hvézdicka
% oznacuje pruni nespolehlivou platnou cifru aprozimace vlastniho cisla \; € o(A),
1=1,2,...,n.

A1 = 3.9786934451x

Ao = 2.992506%

A3 = 2.4881x

A = —1.9904x (7.58)
As = 1.49143329834x

Xs = 1.0026766470466x

A = —0.49298943862350x

T 39787 —0.0369 —0.0000  0.0000 —0.0000  0.0000 —0.0000 T
~0.0369 29288 04306 —0.0000 —0.0000  0.0000 —0.0000
~0.0000  0.4306 —1.6062 —1.2007  0.0000 —0.0000 —0.0000

GU9 = | 00000 —0.0000 -1.2007 21677  0.0376  0.0000  0.0000 | (7.59)
0.0000 —0.0000  0.0000  0.0376  1.4923 —0.0139  0.0000

~0.0000  0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0139  1.0030 —0.0117
0.0000 —0.0000  0.0000  0.0000 —0.0000 —0.0117 —0.4929

- 3.9787 —0.0000  0.0000  0.0000 —0.0000  0.0000 —0.0000 7
—0.0000  2.9925 —-0.0000  0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000
0.0000 —0.0000  2.4883 —0.0000  0.0000  0.0000  0.0000

= | —0.0000  0.0000 -0.0000 -1.9906 —0.0000  0.0000  0.0000 (7.60)

0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 1.4914 —0.0000  0.0000

—0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 —0.0000 1.0027 —0.0000

0.0000 —0.0000 —0.0000 —-0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.4930

((40)

Zformulujeme algoritmus, ktery umozni aproximovat vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory zadané matice:

Algoritmus 7.5. (QR algoritmus) Necht A € R, A= AT.

Krok 1. Redukce matice A na tridiagondlni tvar: Konstrukce matic G € R™"™ a N €
R™*"™ vlastnosti:

AN =NG, G je symetricka a tridiagondlni , N je ortonormdlni.

Krok 2. QR iterace matice G: Generujeme posloupnosti matic
{G(k) Z}é, Gk ¢ R™" GO — G, {M(k)}sz), M®& < R™" MO =1
podle (7.53) € (7.54).
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Jestlize
il > [Aa| > - > A,

potom Algoritmus 7.5 konverguje:
diag(G®) — [A1,...,\]"  pro k — +oo, (7.61)
kde A\; € 0(A), j =1,2,...,n. Navic plati:
M® — QeR™ pro k— +00.

Sloupce souc¢inu matic N@Q € R"*" jsou vlastni vektory matice A:

NQ=1[p1,...,¢j--yonl, w;€ R Ap;=XNyp;, j=1,....n. (7.62)
Pti verifikaci vyroku (7.62) uplatnime Poznamku 7.6.

Poznamka 7.8. Priklad 7.6 naznacuje, Ze Algoritmus 7.5 nefunguje za vSech okol-
nosti spolehlive. Zejména, aproximuje riznd vlastni ¢isla s ruznou presnosi. O riz-
nych modifikacich QR algoritmu si lze precist napt. v [4], Chapter 8, §8.3 The Sy-
mmetric QR Algorithm.

Vsechny tfi zdkladni algoritmy této kapitoly t.j. Mocninnd metoda (Algorit-
mus 7.9), Inverzni iterace (Algoritmus 7.11) a QR algoritmus (Algoritmus 7.59)
predpokladaji, ze matice A € R"*" je symetricka. Za jistych okolnosti lze predpo-
klad symetrie matice zmirnit:

Definice 7.6. (Normalni matice ) Necht A € R™ ™. Jestlize
ATA— ATA,

potom Tikdme, Ze A je normdlni matice.

Kazda symetrickd matice A € R™*™ je normalni.

Vyse uvedené algoritmy funguji i pro matice, které jsou normalni. Musime ovsem
pocitat s tim, Ze vlastni ¢isla A € o(A) mohou byt komplexni, vystupuji v komplexné
sdruzenych péarech, a prislusné vlastni vektory mohou byt komplexni.
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Kapitola 8

Iteracni metody reseni soustav
linearnich rovnic

Necht A € R™" b € R™. Necht det A # 0. Hleddme = € R™ tak, aby
Az* =b. (8.1)

Vracime se tedy k tloze, kterou jsme tesili v Kapitole 1. Pouzivali jsme eliminac¢ni
techniky, které byly spojeny s LU-rozkladem nebo s Choleského rozkladem matice A.
Co se tyce kalkulace ceny vypoctl, dospéli jsme k odhadu #flops §n3 (pro Gaussovu
eliminaci).

V této Kapitole 8 budeme uvazovat iteraéni metody FeSeni tlohy (8.1): Necht
2% € R" je aproximace fesen{ z*. Budeme definovat celou posloupnost {z(*)}}>
aproximaci £*) € R” hledaného feSeni. Za jistych okolnosti ) — 2* pro k — +oo.
Vypocet se ukondi, jakmile

|z®) — 2%|| < tol, (8.2)

kde tol je pfedem zadané tolerance. Diilezitou vyhodou itera¢nich metod je moznost
zadat si toleranci predem. Nemusi nas prece zajimat vSechny platné cifry numeric-
kého Teseni. Z hlediska kalkulace ceny vypoctu miizeme podstatné usetfit, pokud se
spokojime s velkou toleranci vypoctu.
K podmince (8.2) poznamenejme, ze feSeni 2* neni samoziejmé zndmo. Nicméné
v kazdém iteraénim kroku se mtizeme pokusit vzdalenost ||z*) —2*|| alespoii odhad-
nout aposteriori, doslova ze zkusenosti. Presnéji, na zakladé dodateénych vypocti.
S aposteriornimi odhady jsme se jiz setkali v jinych souvislostech, viz Poznamku 6.7
resp. Poznamku 7.5. Pfirozenym kandidatem aposteriorniho odhadu je residuum,
t.j. zbytek,
b — Az®)|| < tol. (8.3)

Toto kriterium se bézné pouziva. Nelze jej vSak pouzivat nekriticky. Vice na toto
téma viz [5], 8.6 Zastavovaci kriteria, str. 203.
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8.1 Klasické iterac¢ni metody

Resime soustavu (8.1). V celém odstavci piedpokadejme, ze det A # 0.

Necht
BER™, detB#£0 (8.4)

je pevné zvolend matice. Potom z* € R"™ bude feSenim soustavy (8.1) pravé kdyz
Az*=b <+= B 'Yb—Az")=0.

Tedy z* € R™ bude pevnym bodem

r* = z*+ B Y(b— Ax*),

¢ = (I-B'A)z*+B .
~——— S~~~
=G =c
Polozme
G=1-B'A, c=B". (8.5)

Definice 8.1. (Itera¢ni matice) Matici G € R™*", viz (8.5), se 7ikd iteracni matice.

Definujme zobrazeni g : R" — R"
re€R"+— g(x)=Gr+c e R". (8.6)

Ukazali jsme, ze
Az =b <— z"=g(x"). (8.7)

To znamend, ze x* € R" je FeSenim soustavy linearnich rovnic (8.1) pravé kdyz
z* € R™ je pevnym bodem zobrazeni (8.6).

Ptipomenme Odstavec 3.2, Véta o pevném bodé:

1. Pevny bod z* 1ze najit jednoduchou numerickou metodou (tzv. iterace zobra-
zeni g):
e@ eRY, {a®Wy o gk D = g2 (8.8)

kde 2(© je zadana aproximace pevného bodu z*. S uvazenim konkrétni definice g,
viz (8.6), dostaneme itera¢ni formuli

.CE(k—H) _ G{L’(k) 4= ([ . B_lA) {L’(k) -+ B—lb7 (89)

coz lze prepsat jako
Ba"t' = (B—A)z® +b. (8.10)

V kazdém iteracnim kroku musime vyftesit soustavu linedrnich rovnic s matici B €
R™ ™ viz (8.4). Itera¢ni metoda mé rozumny smysl jenom v tom piipadé, kdy Feseni
soustavy (8.10) bude laciné: Matice B bude v néjakém specidlnim tvaru.
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2. Zobrazeni g, viz (8.6), musi spliiovat jisté predpoklady. Musi byt kontrahujici,
viz Definice 3.2: Necht existuje 6 > 0 tak, ze

lg(z) =gl <Olle =yl Va,y e R". (8.11)

Jestlize 0 < 1, potom ¢ je kontrahujici.
Zobrazeni (8.6) je afinni. Proto

9(x) —g(y) = Gr — Gy = Gz —y).
Podminka (8.11) je evivalentni s podminkou
|Gz|| < 0]|z]] VzeR".

Snadno dospéjeme k nasledujici postacujici podmince kontraktivnosti zobrazeni g:

ﬁnHaxl |G=|]| < 1. (8.12)

Podminka (8.12) na itera¢ni matici G' zaruci, zZe itera¢ni proces (8.8) bude konver-
govat pro libovolnou volbu podateéni aproximace z(© € R™.

Podminku kontraktivnosti 1ze zformulovat nezavisle na pouzité normé. Budeme
ji charakterizovat pomoci spektralnich vlastnosti itera¢ni matice G € R™*". Ptipo-
meneme pojem spektra matice G, viz Definice 7.2,

o(G)={reC : det(\] - G) =0}. (8.13)
Definice 8.2. (Spektralni polomér matice) Polozme

— . 14
o(G) Q%QM (8.14)

Cislu o(G) se vikd spektrdlni polomeér dané matice G.

Néasledujici tvrzeni uvedeme bez diikazu:

Véta 8.1. Iteracni proces (8.8) bude konvergovat pro libovolnou volbu pocdteéni
aprozimace x© € R™ prdvé kdy? o(G) < 1.

Dukaz Viz napt. 2|, Véta 5.4, str. 81, nebo [4], Theorem 10.1.1, str. 511. O

Konkrétni volbou matice B € R™*" dostaneme tfi klasické iteracni metody: Ri-
chardsonovu metodu, Jacobiovu metodu a Gaussovu-Seidelovu metodu. Pro kazdou
z nich uvedeme iteracni krok (8.10) s pfipadnou ekvivalentni modifikaci, a pfislusnou
itera¢ni matici G € R™*". K definici téchto metod potfebujeme nasledujici rozklad
matice A € R™™:

A=L+D+ R, (8.15)

kde
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D € R™™ je diagonalni matice,
L € R™™ je ostfe dolni trojihelnikovad matice (mnemotechnicky ”left”),
R € R™™ je ostfe horni trojihelnikova matice (mnemotechnicky ”right”).

Definice 8.3. (Richardsonova metoda) Poloime B = I, kde I € R™*" je identita.
Potom
g® ) = (1 — A)x® 4. (8.16)

Iteracéni matice:

G=1-A. (8.17)
Definice 8.4. (Jacobiova metoda) Polozme B = D. Potom

Dz ) = (D — A)z® 4+,

t.j.
Da* ) = (L + R)2™ +b. (8.18)

Tteracni matice:
G = —Dfl(L + R). (8.19)

Definice 8.5. (Gaussova-Seidelova metoda) Polozme B = D + L. Potom
(D + L)z* Y = (D4+ L — A)z® 4+ b,

t.j.
(D + L)z* ) = —Ra® 1. (8.20)

Tteracni matice:

G=—-(D+L)'R. (8.21)

Poznamka 8.1. (Néklady na jednu iteraci) Diskutujme teSeni soustavy (8.20).
Jednd se resent soustavy s dolni trojuhelnikovou matici. Lze pouZit algoritmu typu
substituce vpred, se kterym jsme se napt. setkali v analyze Algoritmu 1.1 Gaussovy
eliminace. Dosli jsme k zdvéru, Ze substituce vpred potiebuje #flops = n? + O(n).
To je tedy cena jednoho iteracniho kroku.

Gaussova eliminace, jako primd metoda, potrebuje #flops = %n?’ —n?/2+0(n).
Z toho vyplyvd, Ze pouziti iteracni metody je vyhodné, pokud k dosaZeni poradované
presnosti (viz (8.2)) budeme potiebovat méné (obvykle podstatné méné) iteracnich
kroki nez n.

Uvedeme dvé tvrzeni, ktera se tykaji konvergence Richardsonovy metody (Véta 8.2)
a Gaussovy-Seidelovy metody (Véta 8.4). Vyroky obou tvrzeni se budou tykat spek-
ter iteracnich matic G € R™*" piislusnych metod. Diky Vété 8.1 si je mizeme
interpretovat jako konvergencni véty.
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Véta 8.2. Necht A € R™", A = AY. Uvazujme Richardsonovu metodu, kde G = I —
A je prislusnd iteracni matice, viz (8.17). Oznacme Amin(A) 1esp. Amax(A) nejmensi
resp. nejuetsi vlastni c¢islo matice A. Potom

0(G) <1l <= 0<Auin(A) < Apax(4) < 2. (8.22)
Dtkaz
1. Protoze A je symetricka, potom je i matice G' symetricka.

2. Vlastni ¢isla obou matic A a G jsou realna. Vlastni vektory obou matic jsou
realné.

3. Necht A € 0(A). Necht = € R", ||z|| = 1, Az = Az, je piislusny vlastni vektor.
Potom
Gr=(I—-Azx=(1-)Nzx.

Tedy p = 1 — X € 0(G) a x je odpovidajici vlastni vektor. Ziejmé plati
ekvivalence:
Aeog(Ad) <= pu=1-Xe€d(q).

Prislusné vlastni vektory jsou stejné.

Proto
G) = max =
o(G) max, | .
= max |1 — Al = max(|1 — Anin(A)[, |1 — Amax(A4)]) '
)\mm(A)S)\SAmax(A)
Tvrzeni véty vyplyva z (8.23). O

Véta 8.3. Necht A € R™", A je s.p.d. (symetrickd, positivné definitni), viz Defi-
nice 1.1. Uvazujme Gaussovu-Seidelovu metodu, kde G = —(D+ L)™' R je pFislusnd
iteracéni matice, viz (8.21). Potom o(G) < 1.

Dukaz viz [3], Theorem 4.5, str. 129, nebo [1], Theorem 8.4, str. 241. O

Poznamka 8.2. (Spektralni charakterizace podminky s.p.d.) Lze ukdzat, Ze matice
A € R™™ je s.p.d. podle Definice 1.1 pravé kdyz matice A je symetrickd a vSechna
jejt vlastni cisla jsou kladnd.

Konvergenci iteracnich metod lze urychlit zavedenim parametru, tzv. relaxaci.
Uvazujme itera¢ni metodu = —— Gz+-c, viz (8.6). Necht w > 0 je relaxacéni parametr.

Pro zadané z(®¥) € R™ definujme ”mezikrok”

D — G2 4 ¢,
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Na zakladé ) a -+ definujme
Geometrické interpretace: V bodé 2 definujeme polopiimku se smérovim vek-
torem Zz* ) — 2 a parametrem w > 0. Pro zadané w > 0 definujeme novou

aproximaci z(*+1).
Vylou¢enim 7*+Y) dostaneme itera¢ni proces

g* ) = (1 — W) + wG) 2™ + we, (8.24)

ktery zavisi na volbé relaxacniho parametru w > 0. Volbou w = 1 dostaneme p1i-
vodni itera¢ni proces (8.9). Iteraéni matice relaxovaného procesu (8.24) je

Go=(1—-wl+wG=I-wB'A. (8.25)

Proces (8.24) je ekvivalentni iteracim
Bzt Y) — (B — wA)z® + wh. (8.26)

V kazdém kroku fesime soustavu linearnich rovnic s matici B.
Kazda z klasickych iteracnich metod, viz Definice 8.3-8.5, m4 svoji relaxovanou
verzi. Shriime to do jedné definice:

Definice 8.6. (Relaxované klasické itera¢ni metody)
1. Relazovand Richardsonova metoda (B=I):

g ® D = (T —wA)z™® + wb, (8.27)

2. Relazovand Jacobiova metoda (B=D):

Dz = (D —wA)z™ + wh, (8.28)

3. Relazovand Gaussova-Seidelova metoda (B=D+L):
(L + D)2* ™ = (L 4+ D —wA)z® +wb. (8.29)

Prislusné relazované iteracni matice G,, € R"™ Ize snadno odvodit z (8.25).

Jaké jsou vyhody relaxace? Uvedme nékolik tvrzeni.

Lemma 8.1. Necht A = AT. Oznaéme Auin(A) resp. Amax(A) nejmensi resp. nej-
vetst vlastni ¢islo matice A. UvaZujme relazovanou Richardsonovu metodu s iteracni
matici G, = I —wA, w > 0. O spektralnim polomeéru o(G,) iteracni matice plati:

G,) = max =
o(G.) MEU(GW)\MI

= Amm(A)rélx\aSX/\max(A) |1 —wA| = max (|1 — wAnin(A)], |1 — wAnax(A)])
(8.30)
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Dikaz Postupujeme analogicky jako v diikazu Véty 8.2: Dokazované formule (8.30)
je analogicka formuli (8.23). O

Vé&ta 8.4. Necht A = AT. Oznaéme \pin(A) resp. Amax(A) nejmenst resp. nejuétsi
vlastni cislo matice A. UvazZujme relaxovanou Richardsonovu metodu s iteracni ma-
tici G, = I —wA, w > 0. Potom
2
0GL) <1 <= 0< Amin(A) < Anax(A) < = (8.31)

Dukaz Tvrzeni (8.31) plyne z formule (8.30). O

Richardsonova metoda konverguje, pokud jsou splnény znac¢né restriktivni poza-
davky na spektrum matice A, viz (8.22). Relaxaci Richardsonovy metody pozadavky
na spektrum matice A vyznamné oslabime. Staci predpokladat, ze A je s.p.d., a tedy
podle Poznamky 8.2, 0 < Apin(A). Jakkoliv velké bude A\yax(A), vidycky najdeme
dostatecné maly relaxacni parametr w,

0<w< 2 (8.32)
S A (A) ‘

ze relaxovana Richardsonova metoda bude konvergovat pro libovolnou volbu poca-
te¢ni aproximace (9, viz Véta 8.1 v aplikaci na spektrum matice G,,.

Mame tedy moznost vybéru parametru w. Volba w ovlivni rychlost konvergence
iteracniho procesu. V obecné analyze iteracnich procesti jsme tomu vénovali Po-
znamku 3.3 (vliv faktoru kontrakce) a Poznamku 3.4 (linedrni konvergence). Roli
faktoru kontrakce prebira spektalni polomér o(G,): Uvazujme iteracni proces (8.8),
g+ = g(2®)) | kde g odpovida volbé relaxované Richarsonovy metody, (8.27).
Potom

[ —2*|| < (o(Gu)* | —a*||, k=1,2,... (8.33)
Pfirozend strategie je, volit w tak, aby odpovidajici o(G,,) bylo co nejmensi.

Uvazujme funkci
w — 0(G,), (8.34)

kterd je definovana na otevieném intervalu (8.32). Zformulujeme optimaliza¢ni ulohu.

Problém 8.1.
Wopt = arg  min  o(G,) (8.35)
0<w<m
Véta 8.5. Necht A je s.p.d. Oznacme Apin(A) 1esp. Amax(A) nejmensi resp. nejuétsi
vlastni c¢islo matice A. UvaZugme relaxovanou Richardsonovu metodu s iteracni ma-
tici G, = 1 — wA, w > 0. Potom existuje prdave jediné reseni Probléemu 8.1, kde

2
wopt - )\max(A) + Amin(A) '

(8.36)
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Spektrdlni polomeér prislusné iteracni matice je

)\max (A) _ )‘min (A>

Q(Gopt) = )\maX<A) + )\min(A) .

(8.37)

Dukaz viz [3]|, Theorem 4.9, str. 137, resp. [1], Example 8.9, str. 243. O

Na zaveér uvedeme strucny souhrn faktd, které se tykaji relaxované Gaussovy-
Seidelovy metody.

Véta 8.6. Necht A je s.p.d. UvaZujme relaxovanou Gaussovu-Seidelovu metodu.
Necht G, je prislusnd iteracni matice. Potom o(G,) < 1 pravé kdyz 0 < w < 2.

Poznamenejme, ze i kdyz matice A je s.p.d., iteracni matice GG, nemusi byt symet-
ricka, coz ztézuje analyzu.
Dukaz viz [1], Property 4.3, str. 131. O

e Resi se tloha optimélniho vybéru relaxacniho parametru. Lze ukazat, ze

1 < wept < 2. (8.38)

e Pro specialni t¥idy matic existuji formule pro wept, viz [1], Property 4.4, str. 131.

e Pro obecné matice A s.p.d. 1ze wope experimentalné zjistit (dalsim iteracnim
procesem) .

Poznamka 8.3. (Relaxovanid Gaussova-Seidelova metoda = SOR) Tato metoda
je znama pod zkratkou SOR-metoda. Zkratka znamend successive overrelaxation.
Pracuge v rezimu, kdy w > 1 t.j., kdy je "overrelazed”, viz (8.38).

Metody uvedené v tomto odstavci vznikly v Sedesatych letech minulého stoleti,
viz napf. [10]. Bylo to v dobé, kdy vznikla potfeba Tesit rozsahlé tilohy matematické
fyziky, napt. reaktorové fyziky. V této souvislosti bylo tieba fesit velké soustavy li-
nearnach rovnic. Z hlediska aplikaci byl predpoklad ” A je s.p.d.” pfirozeny. Kromé
praktické nezbytnosti, vznikla potfeba kultivovat teorii téchto metod. Dnes jsou to
uz tedy "klasické iteracni metody”. Nicméné periodicky se vraceji do moédy. Napo-
sledy v souvislosti s technikou vice siti (tzv. multigrid).

8.2 Metoda sdruzZenych gradientt

Ulohu (8.1) budeme formulovat jako tlohu minimalizace realné funkce vice promén-
nych,

r € R" — f(z) € R,
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viz Problém 4.1. Pro numerické feseni pouzijeme metody sestupu, viz Odstavec 4.2,
zejména metodu sdruzenych gradientt, viz Algoritmus 4.6.

Piislusnd funkce f souvisi s daty ulohy (8.1), t.j. matici A € R™ ™ a pravou
stranou b € R™:

Definice 8.7. Pro zadanou dvojici A € R™*"™ a b € R" definujeme funkci

r€R" — f(r)= 2T Azx —b'2z € R'. (8.39)

1
2
Funkce f je kvadraticky funkcional.
Souvislost tlohy (8.1) s minimaliza¢ni tlohou funguje pouze za predpokladu,
ze matice soustavy A € R"™ " je s.p.d. (symetrickd, pozitivné definitni), viz Po-
znamka 8.2.
Pfipomeneme pojem gradient V f(x) funkce f = f(x) v bodé x € R, viz Defi-

nice 4.6:
(—af (z) or
oxy 7 Oxy,

Vf(x) ()" € R".

Lemma 8.2. Uvazujme kvadraticky funkcional (8.39). Potom

Vf(x)=Ax —b. (8.40)
Dukaz Je tieba vypocitat slozky parcidlnich derivaci a%k (% 2T Az — bTx) pro k =
1,...,n. Klicovym vypoctem je kalkulace % (xTAx):

n

0 0 - 0
. (zTAz) = Fr Z AT T = Z i a—%(ﬂfﬂj) =

X
k ij=1 ij=1

n n n n
= E aij(dkixj + xlék]) = E akj:vj + E Qi Ty = 2 E aijj y

i,j=1
= Qg

pficemz v pfedposlednim kroku je vyuzito symetrie aj;, = aj; matice. Dojdeme k
ZAveru, ze

o (1 -
a—%(aﬁTAx_bTZU):Zak]xj_bku kzl?“'?”‘

j=1
0
Véta 8.7. Necht A je s.p.d., b € R™. Potom
1
Az =b <= 2" =arg m%gn flz), flx)= §xTAx — b, (8.41)
z€R™

134



Dikaz 1) Necht Az* = b. Analyzujme funkci
r +— h(z)=(r—29) Az — 2%). (8.42)
Budeme ji postupné upravovat:
h(z) = (v —2*) Al — 2*) = 27 Az — g" Ax* —(2*)T Az + (%) T Ax* .
ProtoZe A je symetrickd, 2T Az* = (z*)T ATz = ()T Az. Potom
h(z) = 2TATz —2(z*)T Az + (2*)T Az,
= 2TATz — 20"z + ()T Ax*,
= 2(22TAz — bT2) + (27)T Az,
= 2f(x) + (z*)T Az,
Ve funkei h = h(z) zavedme substituci y = x — x*. Transformovand funkce
y — ylAy (8.43)

ma jediné minimum
= arg min y' Ay,
yeR™

protoze A je s.p.d., viz Definice 1.1. V ptuvodnich souradnicich,

* : _ *\T ¥ — : *\T *
x —argg{g@%(‘” ) A(r — x¥) argirel%g%(Qf(x)Jr(x) Az*) .

Pozice x* minima funkce x +— 2f(x) + (2*)" Az* je stejnd jako pozice minima funkce
x +— f(z). Proto

1
x* = arg min f(x) = arg min <§a:TAx — bTm> .

zeR™ reR”™

2. Necht z* = arg min (§xTAac — bTx). Nutnou podminkou existence minima je
TER™

splnéni rovnice V f(z*) = 0. Z Lemmatu 8.2 vyplyva, ze Az* = b.
OJ
Aplikujeme metodu sestupu t.j. Algoritmus 4.2. Ze specialniho tvaru kvadratic-
kého funkcionalu (8.39) vyplyva fada zjednoduseni.

Lemma 8.3. (Pfipustny smér sestupu) UvaZujme kvadraticky funkciondl (8.39).
Necht x € R"™. Necht d € R" je zadany smér sestupu. Potom d je pripustnym smérem
sestupu prave kdyz

(Az —b)Td < 0. (8.44)
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Dukaz Podminka piipustnosti (4.7) z Definice 4.3 znamend, ze » . | %(az‘)di <0

t.j.,, (Vf(x))Td < 0. Protoze V f(z) = Az — b, potom podminka (4.7) plati pravé
kdyz (Az —b)"d < 0. O

Lemma 8.4. (Line-search) Uvazujme kvadraticky funkciondl (8.39), t.j. x € R" —
1
flz) = §xTAx — bz € R'. Necht z € R™. Necht d € R" je pripustny smér sestupu.

Definugme redlnou funkci « € R — g(a) = f(z + ad) € RL. Potom exzistuje pravé
Jedin€ amin > 0 tak, Ze

r=b— Ax. (8.45)

_ rtd
Qmin = arg min g(«)

a€cRl g - dTAd’

Komentai: Funkce g je je kvadratickd funkce. Je konvexni diky predpokladu pfi-
pustnosti sméru d. Pozici minima a,,;, 1ze vypocitat z jednoduché formule.
Dukaz 7 definice funkce g,

4(a) = f(z +ad) = %(9; + ad)TA(z + ad) — b (z + ad) =

1 1
= 3 a2 dVAd + « (xTAd — de) + ngAx —d'x.

Nutna podminka pro extrém funkce g:

d

&g(a) = ad"Ad+ 2T Ad —b"d = ad"Ad + (Axr — b)Td = 0.

Protoze (Ax — b)"Td < 0, extrém je minimum. O
Jeden krok metody sestupu, viz (4.8), t.j.

g® ) = g ®) g d® (8.46)
je dan explicitni formuli, kde
(T (k)
a = (T ) d 7ﬁ(k:) — b o A.’I/'(k)
(dP)T Ad®) ’
nebo, pouzitim skalarniho soucinu,
( (k) d(k))
,
_ 4 k) —p— Ap)
o = (AP Ad) r'% =b— Az\" . (8.47)

Krok ”line-search” nemusime tedy fesit numericky pomoci metod z Odstavce 4.2.1.

Poznamka 8.4. Pripomeneme, co se rozumi skaldrnim soucinem ve formuli (8.47).
Pro kazdou dvojici x € R", y € R™ definugme

(z,y) =z'y.
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Euklidovskd norma ||z|| vektoru x € R™ je generovdna uvedenym skaldrnim souci-
nem: ||z||?* = (z,x). Rikdme, Ze vektory x # 0 ay # 0 jsou kolmé, jestlize (z,y) = 0.

Uvadime tato znamd fakta jenom proto, Ze pozdeji zavedeme jiny skaldrni soucin,
ktery bude znamenat jinou definici kolmosti dvou vektori.

Algoritmy metody nejvétsiho spadu (Algoritmus 4.5) a metody sdruzenych gra-
dientti (Algoritmus 4.6) z Odstavce 4.2.2 preformulujeme. Vyuzijeme vyjadieni ex-
plicitniho vyjadfeni pro nejvétsi spad —V f(z®) = b — A2®, a zavedeme novou
proménnou 7*) = b— Az® Mnemotechnicky, r* je residuum, t.j. zbytek pii Feseni
soustavy b — Az®).

Algoritmus 8.1. (Metoda nejvétsiho spadu) Ddno: 2 € R*, r(© = p — Az ¢
R", d9 = rO ¢ R™. Definujeme posloupnosti {x(k)}iozo, {T(k)}zio a {d(k)}iozo
rekurenct

o 20D = g®) 4 qpd®) oy =

o D) —j_ Ag(ktD)

o (D) = p(kt1)

Algoritmus 8.2. (Metoda sdruzenych gradienti ) Ddno: (¥ € R", r(® = p—Az® ¢
R", dO = r(O ¢ R™. Definujeme posloupnosti {x( )}k;:()’ {7"( )}k:O a {d( )}k;:()
rekurenci

(r®), d®)

(k+1) — (k) (k) -\ 7 7
e I oW 4 apd™ oy [, 440’
o ) — p_ Apk+D) :

(T(k+1)’ T(k+1)>

(r®, r(®)

o kD) =kt g q®) 3 =

Dluzime motivaci pro definici parametru 3, v Algoritmu 8.2, t.j. parametru -y
z formule (4.25). Je dobré mit na mysli Obrazek 4.18. Parametr « se s itera¢nim
krokem méni. Spravné by mél byt oznacen jako v; a tedy S = k.

Definice 8.8. (A-kolmost) Necht A je s.p.d. Pro kaZdou dvojici x € R™, y € R™
definugme
(z,y)a = 2" Ay.

Rikdme, Ze vektory x # 0, y # 0 jsou A-kolmé, jestlize (x,1y)4 = 0.
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Lze ukézat, Ze zobrazeni v € R",y € R" — (z,y)4 € R! definuje skalarni soucin na
R". Rikéme mu energeticky skalarni soucin. Normé ||z||4 = /(7,y)a, generované
energetickym skalarnim soucinem se fiké energerickd norma.

Vybér parametru 3y, je diktovan pozadavkem, aby (d*), d**1)), = 0: Definujme
d*HD = B+ 4 3. d*) kde B je dosud neuréeny parametr. Pozadujeme, aby

0= (@®,d* ), = (@, 1), 4 (@D, d®) .

Potom
(d(k)7r(k+1))A (T(kz—i-l) T(k:-i—l))

b=~ d® d®), —  (r® )

pricemz dobrat se k posledni identité predstavuje delsi poc¢itani. Lze ukazat, ze
n—1
¥ — 20 = Z apd® =™
k=0

K nalezeni feseni x* je tfeba nevyse n krokl algoritmu.

Algoritmus 8.2 tedy vypada, jako finitni metoda s pevné vyc¢islitelnymi naklady
(#flops n®*+0(n?)), o trochu drazsi nez Gaussova eliminace. Tak se algoritmus jevi
pro nizky pocet rovnic (mald n), viz Piiklad 4.1 a Obréazek 4.19. Nicméné, me-
toda sdruzenych gradientii je velmi efektivni jako iteracni metoda pro velkou t¥idu
problémii.

8.3 Priklad

Budeme uvazovat model elastické deformace membrany (napf. z telefonniho slu-
chatka) ve tvaru mezikruzi. Na membranu pusobi konstantni objemové sily a velka
bodova sila opac¢né orientace. Na Obrazku 8.1 je numerické feseni problému jako
funkce v = u(xq,x9) vychylky v bodé (z1,z3) z mezikruzi. Numerické feSeni je za-
loZzeno na diskretizaci pivodné spojitého modelu. Problém lze ekvivalentné formulo-
vat jako feSeni soustavy linedrnach rovnic Az = b, kde A € R?952%2052 jo symetricka,
b € R?%? 3 x € R?%? je feSeni soustavy.

Matice A méa naprostou vétsinu prvkiu nulovych. Pouze asi 0.25 procent prvku
matice A jsou nenulové prvky. Na Obréazku 8.2 je znézornéno zaplnéni matice (angl.
sparsity pattern): Kazdy tmavy pixel odpovidéd pozici nenulového prvku matice.
Rikdme, 7e matice A je fidké (angl. sparse).

Poznamka 8.5. (Ridka matice) Definice 7idké matice vlastné neewistuje. Bylo by
samozieymé mozné limitovat (v procentech) zaplnéni matice. Co je ale mozné defi-
novat, je formdt zaddni matice: Budeme poZadovat, aby matice byla zaddina pouze
vyctem pozic a hodnot nenulovych prvki. V systému MATLAB to lze udélat prostred-
nictvim maticoveho formdtu sparse. V tomto formdtu lze ucinit dotaz, kolik md
matice nenulovych prvki.
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Obréazek 8.1: Prihyb membrany u = u(xy, z3) ve tvaru mezikruzi, pod vlivem bodové
sily.
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Obréazek 8.2: Matice soustavy A € R2052%2052; zapIngni matice (angl. sparsity pat-
tern), pocet nenulovych prvki nz=9868. Vpravo: detail zaplnéni.
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Obrazek 8.3: Vpravo, srovnani konvergence &yt itera¢nich metod, tol = 10~%. Vlevo,
konvergence metody cg, tol = 10eps ||b||.

Ridké matice vznikaji napt. pri numerickém reseni probléma, ktere jsou popsdny
pomoct parcidlnich diferencidlnich rovnic, viz model membrdny. Prikladem skutecné
obrovské ridkeé matice je tzv. Google-matriz,

http : //en.wikipedia.org/wiki/Google matrix
Budeme experimenalné zkoumat konvergenci
1. Jacobiovy metody (Definice 8.4)
2. Gaussovy-Seidelovy metody (Definice 8.18)
3. metody SOR (Poznamka 8.3, s volbou w = 1.4.)

4. metody cg, t.j. metody sdruzenych gradienti, conjugate gradients (Algorit-
mus 8.1)

na piikladu deformace elastické membrany na Obrazku 8.1.

P¥islusné itera¢ni procesy startovaly z pocateéni aproximace z(®) = 0 € R20%2,
Jako zakoncovaci kriterium bylo pouzito vycisleni normy rezidua, viz podminka
(8.3), s volbou tol = 107%. Pro odhad pfesnosti vypoc¢tu potiebujeme znat pevny
bod z* € R?%2 piislugného itera¢niho procesu. Ten nezndme, nicméné vime, ze z*
je feSenim soustavy Axz* = b. Proto definujeme numerické feseni soustavy linearnich
rovnic Az* = b pfimou metodou (viz MATLAB , A backslash b) jako referenéni x*.
Reseni z Obrazku 8.1 je, v piislusné konvertovaném formatu, referencni vektor z*.
V kazdém kroku x®) itera¢niho procesu méfime relativni chybu

12 — 2]

error — ng‘(k)H
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Na Obrazku 8.3 vlevo jsou shrnuty vysledky vSech ¢tyt experimentti. Numerické testy
odpovidaji na otazku, kolika iteraci je potfeba, abychom ziskali feseni s presnosti
na Ctyii platné cifry. Zaroven se (v tomto konkrétnim experimentu) ukazuje, Ze
zadana tolerance tol odpovida v podstaté ziskané presnosti. Cena jedné iterace pro
kazdou z uvedenych metod je zhruba stejna. Proto metoda cg vychéazi ze srovnani
jako nejlepsi. Na Obrazku 8.3 vpravo je analyzovana konvergence metody cg, kde
tol = 10eps||b||, pficemz eps je strojova presnost, tol ~ 2.220446049250313e —016.
Iterace sledujeme a7z do (rozumného) konce. Metoda cg potiebovala asi 180 iteraci,
aby dosahla maxima svych moznosti. Srovnejme to s nesmyslnym napadem, pouzit
cg jako finitni metodu, ktera pottebuje 2052 krokii.

Znovu je treba zopakovat varovani z preambule kapitoly: spolehliva zastavo-
vaci kriteria jsou pfedmétem aktudlniho vyzkumu, viz [5], 8.6 Zastavovaci kriteria,
str. 203.

141



Literatura

Deuflhard P. and Hohmann A., Introduction to Scientific Computing, the 2nd
edition, Springer, 2002

Segethova J., Zdklady numerické matematiky, MFF UK, 2002
Quarteroni A., Sacco R. and Saleri F., Numerical Mathematics, Springer, 2000

Golub G.H., van Loan Ch.F., Matriz computations, The Johns Hopkins Uni-
versity Press, Third Edition, 1996

Duintjer Tebbens J., Hnétynkova I., Plesinger M., Strakos Z., Tichy P., Analjza
metod pro maticoveé vypocty. Zakladni metody, MatfyzPress, 2012

Press W.H., Flannery B.P., Teukolsky S.A., Vetterling W.T., Numerical recepies
in C, The Art of Scientific Computing, Cambridge Uviv. Press, 1989

Kurzweil J., Obycejné diferencidlni rovnice, SNTL, Praha, 1978

Deuflhart P., Bornemann F., Scientific Computing with Ordinary Differential
FEquations, Springer-Verlag, Texts in Applied Mathematis 42, New York, 2002

Hairer E., Norset S.P., Wanner G., Solving Ordinary Differential Equations I
(Nonstiff Problems), Springer Verlag, second revised edition, New York, 1993

Varga R., Matrixz Iterative Analysis, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New York,
1962

142



