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Interpolace a aproximace pomoci polynomtu

Teorie (struény vybér z prednasek)
Interpolace pomoci polynomu

Jsou dany hodnoty néjaké funkce y(x) v konetném poctu bodu; chceme je interpolovat
polynomem p(x), abychom mohli odhadnout hodnoty funkce y(z) i mimo dané body.
Ozna¢me jako z;, ¢« = 0,1,2,...n, zadané hodnoty nezavisle proménné z a jako y;
predepsané hodnoty funkce y(z) v bodech z;. Zapisme dané hodnoty do tabulky:

X To | L1 | Lo | ... Tp
YUY Y1 1Y2 | --- | Yn

Je-li ddno n + 1 bod, existuje pravé jeden polynom p,(z) = ag + a1 + agz® + - - - + a,z"
stupné nejvyse n, ktery prochazi vSemi zadanymi body. Jeho koeficienty aq, aq, ... a, jsou
urceny n + 1 linedrnimi rovnicemi

2

aop + a1 T + aTg + -+ ap Ty = Yo
2

ap + a1 Ty + agr] + -+ apr = oy
2

ap + a1 + asxy + -+ apxy = Yo
2

ap + a1, + asx, + -+ a,T, = Yy

— kazda z nich predstavuje pozadavek, aby polynom prochézel jednim z bodu [z;, ],
neboli p(x;) =y, i =1,2,...n.

Maticové lze tuto soustavu zapsat jako Qa =1y

2
1z x5 ... z ag Yo
1 oz a2 x? a
_ 1 - 1 I Y| _
Q a= = =Y, (1)
1 2 n
[ e an Yn
e T
jejim fesenim je vektor a = [ag, ay, ... a,| .

Matice Q se nazyva Vandermondova, pro hodnoty x; navzajem ruzné je regularni, takze
soustava (1) ma pravé jedno feSeni. (Tato matice je vSak s roztoucim n ¢im dal hur
podminénd, proto je vhodnéjsi pouzit Lagrangeovy interpolacni polynomy.)
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Priklad 1

V tabulce jsou dany 3 body. Najdéte interpolacni polynom a pouzijte jej pro odhad
hodnoty y(z) v bodé x = 0.5.

Reseni
Jsou dany 3 body, interpolac¢ni polynom bude tedy mit 3 nezndmé koeficienty, takze bude
druhého stupné: ps(x) = ag + a1x + axx®. Zapisme rovnice (1):
ap+ar-(=1)+ay-(—1)* = 8
ag+a;-1+ay-1*> = 4
apt+ai-2+ay-2* = 5

nebo maticové

1 =1 17 [ a 8
1 11| |a|=]4
1 2 4 Qs 5)
Resenf je ag = 5, a; = —2 a ay = 1, takze interpolacni polynom je po(z) = 5 — 22 + 22,

Hodnotu v & = 0.5 lze odhadnout jako ps(0.5) =5 —2- 0.5+ 0.5% = 4.25.

Obr. 1: Reseni pitkladu 1 — dané body (vyznacené teckami) jsou interpolovany polynomem
2. stupné.
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Aproximace pomoci polynomu

Opét predpokladame, ze zndme n+ 1 hodnot néjaké funkce y(x), a chceme je aproximovat
pomoci polynomu p(z), abychom mohli odhadnout hodnoty funkce y(x) i mimo dané
body. Nyni slevime z pozadavku, aby graf polynomu prochdzel danymi body, spokojime
se s tim, ze bude lezet jen blizko nich. Zato vsak budeme pozadovat, aby stupen m tohoto
polynomu byl hodné nizky, ¢asto m je mensi nez 3.

Pozndmka: pii aproximace jiz neni nutné predpokladat, ze x; jsou navzajem ruzné.
Metoda nejmensich ¢tverca
V ramci této metody termin blizko vyjadiuje nalezeni minima kvadratické odchylky o

(nebo jeji druhé mocnicny 6%), coz predstavuje minimalizaci sou¢tu druhych mocnin
vzdélenosti (ve sméru y) danych bodu od grafu aproximaéniho polynomu, r; = p(z;) — y;:

P=rl3 == () —v)® — min.
i=0 i=0

Funkci 62 = S(ag, a1, . . . a,,) minimalizujeme vzhledem k proménnym ag, ay, . . . a,, predstavujicim
koeficienty hledaného polynomu p(z). Minimum najdeme tak, Ze polozime parcidlni
derivace funkce S rovny nule. Protoze ma m + 1 proménnych, dostaneme m + 1 rovnic

oS - or; -

O:a—ao = E 27’iaa0:ii 27’2'
o

0= a—al = E 27’2 E 27’21'1
oS Z Z

O = —8a2 e QT’L QT’L

Po upravich tuto soustavu rovnic muzeme vyjadrit maticové jako soustavu tzv.
V3 T2 . T . / v~ ,
normdlnich rovnic Aa = b, kde a = [ag, ay,...a,]| je hledany vektor feseni,

n+1 Z?—o Ti e Z?:o x" Z?:o Yi

ZZ:O T ZZ 0 IzQ e ZZ:O I;n+; ZZ:() T;Y;
A=Y, a3 > im0 x; > im0 x?’b-‘r b= >, T3 Y; (2)

Z?:o " ?:0 x;nH e Z?:o mgm Z?:o "y

Poznéamka: levy horni prvek n + 1 matice A predstavuje pocet danych bodu.
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Jiné odvozeni soustavy normalnich rovnic

Zkusme znovu zapsat pozadavek, ze polynom prochazi vsemi danymi body,
p(z) =y, 1=0,1,...n

[ 1 x  ad | Yo
Iz i 7" Qo %
ai —
Qa= = =y . (3)
am
1z, 2 . ™ i | Yn |

Vysledna soustava se ted 1is{ od soustavy (1) tim, Ze jeji matice Q uz neni ¢tvercovd — ma
m sloupcu a n radku, pficemz m je mnohem mensi nez n, takze soustava je ”preurcend”
a TeSeni obecné neexistuje.

Presné teseni by existovalo jen v pripadé, ze prava strana y je néjakou lin. kombinaci
sloupctu matice Q, neboli ze lezi ve vektorovém prostoru generovaném sloupci této matice.
Spokojime se tedy s pribliznym feSenim a, po kterém budeme pozadovat, aby se vek-
tor Qa, lezici ve vektorovém prostoru generovaném sloupci Q, ”co nejmin” odchyloval

od pravé strany y. Tedy aby rozdil r = Qa — y byl kolmy k vektorovému prostoru
generovanému sloupci matice Q.

To nastane, pravé kdyz r bude kolmy ke viem sloupciim matice Q, neboli Q7 - r = 0,
tj. Q" (Qa—y) =0,

Tento pozadavek vede k soustavé normalnich rovnic

[ n+1 S S am ] I D oo Vi i
1=0 "% T i=0 Vi _ )
Yoo Ti Y oioTi D D gt > io TiYi
aq n 9
Xy,
QTQ a= Z?:O .’l'? Z?:O .T? c. Z?:O x;n+2 — ZZ_O i Yi = QTy

- Gm - Zn gjmy

L Z:'L:o xzm Z?:O ZU;n—H e Z?:o gj?m ] i=0 i Yi

(4)
Matice QTQ je symetrickd pozitivné semidefinitni, a jsou-li sloupce Q linedrné nezavislé,
je pozitivné definitni (a tedy reguldrni).
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Priklad 2 — pokracovani piikladu 1

Do tabulky z pt. 1 ptidame dalsi 3 body:

X

-1

1

y

8

a chceme je aproximovat polynomem 2. stupné.

Reseni

Soustava (1) by ted méla vice rovnic nez nezndmych a obecné by nemeéla Feseni:

Q
I
— = = e

Soustava normalnich rovnic (4):

6

Q'Qa=| 3
11

N e e

3 11
11 15
15 35

Qg
ai

an

Resent je ag = 4.3158, a; = —1.8816 a ay = 1.25,

aproximacni polynom je po(z) = 4.3158 — 1.8816x + 1.252°.

O B~ U 0

L
0.5

Obr. 2: Refenf pi. 2. pivodni body (modré tecky) a piidané body (Gervené tecky).

Ruzova krivka — aproximace vSech 6 bodu polynomem 2.

interpolac¢ni polynom.

stupné. Modra — puvodni
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Priklad 3

Nasledujici tabulkou je dano 7 bodu:

x|-1]0(0]1]1]|2] 4
y||o5|6[5]7]6]|8]|11

Najdéte aproximacni polynomy prvniho a druhého stupné.
Reseni

Polynom prvniho stupné je piimka p;(x) = ag + a1, jejiz koeficienty jsou uréeny sous-
tavou rovnic (2), kde m =1, n = 6:

A n—yi;l Zgzoxé}y b:{ZZZOyi }
Zz‘:O i Zz‘:o Ly Zi:o TiYi

Rozsitime danou tabulku o dva fadky a jeden sloupec, které pouzijeme pro vypocet hodnot
prvku matice a pravé strany:

suma
x ||[-1]0/0]1 1] 2|4 7
y ([5]|6|5|7]6|8 11 48
xy||-5]0]0|7]6]|16| 44 68
x2|1]0/0][1[1] 4|16 23

Takto ziskame soustavu pro dvé neznamé ag a a;:

7T ap | | 48
7 23 ap | | 68 |°
Reseni je ag = 5.6071, a; = 1.25,

linedrni aproximace danych dat je p;(x) = 5.6071 + 1.25 z.

Polynom druhého stupné je parabola ps(x) = ag+aiz+as?, jejiz koeficienty jsou urceny
soustavou rovnic (2), kde m = 2, n = 6:

n+1 Y5, v Do T Do Yi

n n n n
A= Z{/L’L:O xg Zg:o 555 Zg:o xi , b= Z%ZO xéyi
Zi:o T Zi:o € Zi:o €y Zi:o T3Yi

Rozsitime tabulku o dalsi tii fadky:
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suma

x [[-1]0|0]|1|1] 2| 4 7

y 5 (6|5 |7(6] 8 |11 48
xy [-5]0]0 76|16 | 44 68
x2 | 1[0]0]1|1| 4] 16 23
x2y [ 5 (0[0[7]6]32]|176 | 226
x3 |[-1/0]0[1]1] 8] 64 73
x| 1[0]0[1|1|16]256 | 275

Ziskame sousatvu ti{ linearnich rovnic pro tii neznamé ag, a; a as:

T 7 23 ao 48
7T 23 73 a; | = 68
23 73 275 as 226

Resen{ je ag = 5.5856, a; = 0.8313, ay = 0.1340; kvadraticky polynom
aproximujici dand data je p;(x) = 5.5856 + 0.8313 z + 0.1340 2% .
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